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内 容 - 简介 ~ 


本 书包 现代 数学 的 观点 处 理 数学 分 析 中 的 许多 经典 内 
客 ， 并 加 以 折 广 到 流 形 上 。 伍 分 流 形 是 三 维 欧 氏 空 让 中 的 
光滑 曲线 {- - 维 微 分 流 形 } 和 光 油 曲面 (二 维 微 分 流 形 ) 在 高 
维 空间 甚至 一 般 拓 站 空间 中 自然 而 直接 前 拓 广 ; 流 形 上 的 
积分 是 曲线 积分 和 曲面 积分 的 折 )“。 症 本 蔬 中 ， 把 经 典 数 
学 分 祈 中 的 儿 个 游 名 公式 ， 如 格林 公式 、 高 斯 公式 、 斯 托 克 
司 公式 等 在 高 维 的 流 形 上 ,利用 外 微分 ， 统 一 为 一 个 丧 式 、 
主要 内 容 包 括 ， 歼 于 空间 上 映射 的 侣 分 学 和 积分 学 ， 袜 分 
流 形 ,微分 形式 和 外 微分 , 流 形 二 的 各 分 ,斯 托 克 司 公式 等 ， 
本 书 川 作为 得 工科 天 学 的 教 村 。 供 二 年 级 下 学 期 或 二 年 级 
学 茹 | 使 用 六 学 过 首 洛 得 开 分 和 线性 代数 的 大 学 
省 到 这 下 讲 洲 。 
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前 言 


这 本 书 是 写 给 已 经 读 过 通常 的 数学 分 析 和 线性 代数 的 大 学 生 
们 看 的 , 目的 是 向 读者 介绍 现代 分 析 中 的 一 个 基础 内 容 , 并 使 读者 
能 够 运用 现代 数学 的 观点 ， 从 更 高 的 层次 上 回 盐 头 来 看 竺 曾经 学 
习 过 的 许多 非常 重要 的 经 典 理 论 , 这 对 从 事 数 学 、 应 用 数学 、 计算 
数学 ,物理 ,力学 等 方面 的 教学 和 研究 都 三 十 分 必要 的 。 

正 是 由 于 上 述 原 因 ， 当 前 不 少 球 工 科大 学 各 师范 院 校 为 学 生 
开设 了 流 形 虐 的 微 积分 这 门 课 。 本 书 可 作为 这 门 课程 的 教材 ， 田 
一 方面 , 据 了 解 , 还 有 许多 担任 数学 基础 课 的 教师 也 希 并 借鉴 这 方 
面 的 知识 来 改革 基础 课 的 教学 内 容 ， 以 进一步 提高 教学 质量 。 本 
书 也 适合 于 这 些 教师 和 学 生 ， 

读者 在 开始 阅读 本 书 时 ， 如 果 想 预先 了 解 本 书 的 基本 内 容 是 
什么 ,建议 读者 先 拘 读 木 书 每 一 章节 的 关头 部 分 ,在 奢 里 指明 了 每 
一 章节 的 中 心 要 点。 

木 沁 的 编写， 对 儿 乎 每 一 个 重 时 的 概念 和 理论 都 尽 可 能 诉 明 
它 的 米 龙 去 脉 , 指出 了 它 是 备 样 由 考 和 发 现 的 。 这 样 ,对 读者 阅读 
本 书 可 能 有 较 多 的 帮助 。 

限于 作者 水 平 ,本 书 中 不 当 之 处 在 所 难免 ,县 切 希 望 谈 者 提出 
批评 指正 。 
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第 1 章 欧 几 里 得 空间 


$1.1 欧 几 里 得 空间 上 的 范 数 


本 节 的 中 心 问 题 是 ， 从 通常 的 数学 分 析 中 邻 域 的 概念 出 发 进 
行 讨 论 。 以 平面 为 例 , 设 扣 型 0= (wo， 26) 是 平面 上 的 一 点 ;以 型 0 
为 中 心 隶 可 以 作 一 个 加 形 邻 域 OCM6, 的 ， 也 可 以 作 一 个 方形 邻 
域 人 Cfo, 0)， 它们 韵 定义 分 旭 是 

ONMo, = {le WER|(S— 20) + (y- Yo) < 0 

OCMo, 0) = {Cr OE BI- sl < ly- hl<0}. 
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图 1-1 


《图 上 -+ 是 出 了 这 两 个 邹 城 }。 平 而 上 的 一 个 点 列 MM, = (ts，,) 
(二 2，…) 收 伍 于 点 型， 可 以 用 黄种 方式 来 陈述 : 

(i) 贺 形 邻 域 方式 ， 对 任意 给 定 的 8>0， 存 在 正 整 数 N， 当 
n>N 时 ,有 Y (en 一 20)? 了 + (9 一 V0j 之 Ee。 式 首 说 ， 当 nn 充 分 大 时 ， 
点 列 有 ,Ee0 Co, 8)。 

(it 方形 邻 域 方 式 ， 对 任意 给 定 的 2>0,， 存在 正 整 数 NN, 当 
n>N 时 , 有 | 加 一 如 | < 一 天 | 天 ee， 或 者 说 , |j 当 nn 充分 大 时 ， 
点 列 村 ,EO C9， 2). 

这 天 称 陈 述 方 式 是 相互 一 致 的 ,也 就 是 说 ,在 -- 种 方式 下 是 收 
敏 的 ， 在 另 一 种 方式 下 也 一 定 荐 收 化 的。 本 池村 把 这 一 事实 作 非 
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常 一 般 的 论述 ， 


网 几时 得 范 数 


设 妈 是 nn 维 ( 实 ) 欧 几 里 得 空间 ， 其 中 的 点 (或 者 称 它 是 向 
景 )g 可 以 岂 (et 43， to) 下 示 , mr i=1，2,…, nn) 是 实数 , 称 
它 是 g 的 4- 澡 标 . 当 我 们 说 本 是 一 个 ( 实 ) 欧 用 里 得 空间 的 时 候 ， 
意 昧 着 如 中 任何 两 点 4= (wl; on) y= (名) 可 以 作出 它 
们 的 和 s+y= (G1 二 负 s Tn) ER", 还 可 以 用 性 一 实数 = 霖 
向 量 z 得 到 az = (aci，…， own) € 配 ， 并 且 这 两 种 运算 满足 若干 
基本 的 法 则 , 使 得 点 集 r= 亿 = (zl …， co] 是 实数 人 = 1 2 
…， mn》 带 有 这 两 种 运算 成 为 一 个 实数 域 上 的 线性 空间 。 不 仅 如 
此 ,在 关中 还 带 有 内 积 
《2 WP = 1d + fn 
由 内 积 的 定义 不 难 验证 它 上 其 有 以 下 苦 本 特性 
《i 对 丈 性 : oy Y= Yo Ya YE BR", 
《过 ) 线 证， (r+ Ys 2 = Cv, 2 + CY 7, 
《az YY = a VW yo YE ReivyaceEf 实 数 )。 
(iii》 正定 性， tx, 0, YrE Bn. 
《xz ww》=0 当 且 仅 当 w=0 (这 里 0 是 零 癌 熏 )。 
由 (也 和 (立即 得 出 
rs YF 2 = CF, 2 十 人 Ds 
Cw, VY = YY Ys gzE B's YaE BR. 
大 内 积 出 发 , 可 以 产生 向 量 z 的 模 长 |z|， 
|s|= vr, Wy = 好 十， 十 堪 。 
称 它 是 * 的 欧 拖 里 捏 范 数 ， 欧 几 里 得 范 数 具有 以 下 三 个 基本 特 
性 : 
(i) [zl>0, ve€E Bs,, 
lz] =0 当 且 仅 当 w=0, 
Gi) la = [al le。 Yee RB vee BR. 
《ii Jw+glslslt [yl ve vyE BR", 


Ps 四 


最 后 的 不 黎 式 又 称 为 三 衣 形 不 革 文 ， 它 的 几何 解释 是 ， 如 泉 
将 风量 和 3 看 作 三 角形 的 两 个 边 , 那么 “+Y 就 是 第 三 边 。 不 等 
式 风 明 三 角形 两 边 长 度 之 和 不 小 于 第 三 边 的 长 度 。 
《和 《ii 的 证 明 是 明显 的 。 为 了 证 明 (i 让 ， 我 们 运力 一 个 
著名 的 许 瓦 效 (Bchwarz) 不 等 式 ， 
引 理 ( 许 瓦 兹 不 等 式 ) 对 任何 wyE Br", 有 
Las |S |r| -4 ， 
证 明 ” 当 ?=0( 零 向 量 ) 时 , 不 等 式 显 然 成 立 。 
现 设 %y 寺 0, 对 任 一 实数 w, 由 内 积 的 基本 性 质 , 有 
Om Ay, ET— a = Cm, HY oy, WW — ae, Vs 


A = Ts y> 是 
To py? 代入 上 式 右 端 ,得 


TY Ts YY 
Cw w+ 区 -2 人 
= ATs POY 0, 1 0, 
{Ys YY | 
而 分 母 亿 ， 内 >0, 这 样 就 得 出 许 瓦 蓝 不 等 式 。 证 毕 ， 
应 注意 的 是 :在 引 理 的 证 明 中 只 利用 了 内 积 的 三 条 过 本 特性 ， 
并 没有 利用 点 2 和 # 在 到 中 的 坐标 表示 ， 也 没有 涉及 空间 的 维 
孝 , 这 就 户 发 我 们 考虑 这 禅 一 个 事实 : 许 扎 将 不 等 式 不 限于 有 限 维 
的 欧 几 里 得 空间 确实 邵 此， 在 比 欧 儿 里 得 空间 更 一 般 的 上 共有 内 
积 的 线性 空间 肉 , 许 巨 兹 不 等 式 也 成 立 ， 
现在 回 过 头 来 证 其 三 角形 不 等 式 


lz+yls lz] + ly|l, ve, vyE BR. 


证 明 
‘w+ y= Tt mT = Cm EY + AT 二 区， 从 
= Iol2 + 3%, > + |yl2, 
利用 许 现 茧 不 等 式 
ls+yl eles|:+2|s| :|y| 二 和 
=(〔|2| + [yD?, 证 毕 
在 这 个 证 明 中 如 同 在 旋 瓦 兹 不 等 式 的 证 明 中 一 样 ， 没 有 涉及 


Ci 本 


到 点 的 坐标 和 空间 的 维 数 , 因此 , 它 也 具有 某 种 更 普遍 的 意义 ， 
下 面 ,我 们 将 从 欧 几 里 得 范 数 的 三 个 最 基本 的 特性 出 发 ,加 硫 
抽象 化 , 以 此 引进 一 般 的 范 数 的 概念 。 


范 数 

我 们 和 暂时 离开 了 欧 几 里 得 空间 , 考察 一 个 更 广 的 空间 , 即 线 社 空 
问 , 然后 带 着 从 更 一 般 欧 空间 中 所 获得 的 狗 点 ;再 回 到 有 纵 几 里 得 空 
间 中 深入 的 讨论 有 关 问 题 。 

设 束 是 一 个 线性 空间 。 当 我 们 说 互 是 一 个 加 性 空间 的 时 插 ， 
意 昧 着 去 内 有 “机 法 ?运算 + 红 (其 中 mo 呈 ) 和 “ 数 末 ?这 竺 ae 其 
中 人 EE 莹 , aE 有 R), 它们 服从 必要 的 法 则 。 在 * 数 刁 " 中 ，a 一般 征 
复数 ,在 本 书 中 , 我 们 限定 “ 基 实 煞 , 考虑 { 实 ) 线 性 空间 。 它 可 以 
是 有 湛 纵 的 , 也 可 以 基 庆 限 维 的 。 

在 及 上 定义 一 个 注射 | 上 中 基 上 映 射 的 记号 ) 

i 1: 一 8 
2r> zj ， 

即 允 每 一 点 4E 于 ,其 象 纪 是 一 个 实数 。 如 果 这 一 贞 射 满足 下 列 
三 个 条 件 ， 

(i) lzl0, vie. 

jz| =0 当 且 仪 当 “=0( 吉 六 的 0 蚌 下 中 的 零 元 ). 

{ii) ao = fallsl, vee ,yaER. 

Gi | 二 gs[z + Yay 了 ( 即 三 角形 不 等 式 )， 
称 这 个 映射 | 上 是 也 上 的 一 个 藻 数 ,又 称 jzl 是 4 前 范 数 。 当 线性 
空间 芝 上 具 备 了 范 数 以 后 ， 就 称 世 是 一 个 肤 范 线性 空间 ， 通 常用 
《于 ,| 用 表示 它 。 

例如 欧 几 里 得 范 数 就 是 Rr 上 的 一 个 范 数 ， 

在 现代 分 析 中 ， 范 数 有 秆 么 作用 呢 ? 我 们 先 考 符 一 下 欧 儿 里 
得 范 数 所 起 的 作用 。 在 空间 Br 中 ， 由 欧 几 里 得 范 数 可 以 定 义 距 
离 ， 任 何 两 点 = (fj = 的 蝶 商 就 
是 sw 一 的 范 数 lz 一 囊 ， 即 | 
= 


[wg | = v(m te a — Yn), 
有 了 距 记 就 能 够 正确 的 表达 何谓 收 训 ;还 可 以 引进 开 球 , 例如 
Cey = {rel ||z -al< 
就 是 -一 个 以 点 4E 本 为 中 心 , 以 泳装 径 的 开 球 ， 从 而 引进 内 点 ， 
外 点 : 边 恰 点 , 开 集 , 阿保 ,了 点 ， 紧 集 , 连通 等 一 系列 重要 的 概念 ， 
整个 分 析 “ 人 大屋" 是 建筑 在 这 些 概 仿 歧 础 之 上 的 。 

范 数 在 线 禄 空间 中 所 起 的 作用 犹如 欧 几 里 得 元 数 在 BE" 中 的 
任用- 于 恋人 | 二 一 个 赋 范 线性 空间 , 和 欧 几 里 得 空间 相仿 
的 一 一 几乎 

距离 区 内 任何 而 点 z 和 | 2 定义 它们 的 中 离 P(e, 只 十 
pf WD = |] 一 区 | 
出 范 数 满足 的 条 件 容易 知道 距离 其 有 以 下 性 质 : 
(i) pers WD =|zs -yl0, Yr,YE CT, 
pfzy 9) =0 当 且 仪 当 %=y, 
(i) ple, DD EPL 2 tp YYe WER, 
(Hi) Po) =p0y, 2) Ye VET, 
开 球 ”对 好 中 的 任何 一 点 4 和 任何 实数 5>0, 称 
OCg, 0) = ‘re ||z- al< 人 oO} 
是 以 点 & 为 中 心 ;以 6 为 淮 径 的 开 球 ;又 称 它 是 点 & 的 球 邻 域 ， 
股 敏 设 如 后 下 人 = 二 2， LE 下 ” 罗 果 对 任意 给 定 的 
sz>0, 存在 于 整数 N, 当 mn>N 时 ,有 
lz 一直 < 或 和 EC e), 
则 于 点 列 好 中 收 至 于 2 记 为 lim 2 一 出 戈 2r>dfn 9) 


开 集 设 SC, zs E858， 如 时 大 在 z 的 一 个 球 邻 域 Da 5) 
C5, 加 称 点 各 是 入 的 一 个 内 点 。 如 时 及 的 点 都 是 站 的 内 点 ,网 称 
SS 是 开 集 ， 

河和 集 . 设 访 叶 芝 ,如果 访 的 补 集 SE= 并 ~ 有 十 开 集 ， 刚 称 8 
是 闭 集 、 

此 外 如 聚 片 , 闲 包 ,外 点 ;边界 后 和 边界 ， 紫 集 , 连通 等 概念 都 


可 几乎 一 字 不 差 的 照抄 欧 几 蜂 得 空间 中 相应 的 概念 ， 这 里 不 一 一 
列举 了 。 在 本 章 中 我 们 涉及 的 是 欧 几 里 得 空间 ， 因 此 也 没有 必要 
深入 讨论 一 般 的 赋 范 线性 空间 . 
例 1 设 C[ls, 可 是 闭 区 间 fc, 杂 上 的 所 有 实 值 连续 函数 组 
成 的 线性 空间 , 其 中 的 “加 ”和 * 数 乘 ?的 定义 为 
(f+) (8) = fw) + gL), 
(af) 2) =af (2), we [a, 3b]. 
在 C[a, 果 上 装备 如 下 的 范 数 ， 
[fl=sup{|f(o) ||asssd}, ecfa, 6], 
容易 验证 | | 满足 范 数 的 三 个 条 件 , 它 确实 是 C[e, 8] 上 的 一 个 东 6 
数 。 现 在 研究 在 这 一 范 数 的 意义 下 收 仑 将 意 陈 着 什么 ， 
设 记 EC[a, 本, FEOQLe, 6-， 如果 对 任意 给 定 的 2>0, 存在 
正 束 数 N, 当 和 >N 时， 有 上 fs 一 下 <e, 就 称 在 范 烤 | 上 下 形 收 
效 于 了, 记 为 一 了 或 者 记 为 | 所 一 了 >0(n 一 oo)。 这 也 就 是 
[fo -f=sup{|f.(0) -fle) ||e<we5} ->0, 
它 正 是 数学 分 析 中 一 致 收敛 的 概念 ， 换 句 话 说 , 在 [4, 5] 上 7, 一 
致 收 全 于 了 就 是 在 上 广 范 数 的 意义 下 天 收 化 于 了 
例 2 Ola, 四 如 同 例 1 所 述 。 在 O[a, 下 上 装备 另外 一 个 范 
数 . 
Hi= {fC 1d, fecta, 要。 
不 难 验证 | | 是 Cfe, 切 上 的 范 数 ， 
在 这 一 范 数 的 意义 下 ,O[a, 可 上 序列 疡 收 敏 于 feC[a, 8]， 
就 是 
由 = 人 六 -Fu-0 (ooo), 
对 读者 来 说 这 也 并 不 卫生 , 它 正 是 数学 分 析 中 平均 收敛 的 福 念 , 换 
名 话说 C[e, 6] 上 的 序列 f 平均 收 敏 于 feofe, 如， 就 是 在 上 述 
范 数 的 意义 下 收 敏 于 
例 工 和 例 2 是 在 同一 个 线性 空间 Ca, 妇 上 装备 了 两 个 范 数 


| 4 和 i 1。 形成 两 个 赋 范 线性 空间 (Cre, 3], | 7 和 (Cla, 站， 
| I 放下 空间 内 都 有 各自 的 收入 这 丙种 收敛 之 间 有 
什么 关系 呢 ? 正面 有 

(1) 设 疡 ecfe, 四 ,feO[4，5]。 如果 在 范 数 上 上 的 意 浆 下 
一 f, 那么 在 范 数 有 的 意义 下 也 有 -> 下 . . 

(2) 存在 序列 Peere, 如，fecr[e, 5], 在 范 数 | |: 的 意义 下 
所 -> 六 但 在 范 数 | 上 的 意义 下 户 不 收 伍 于 f。 

第 一 个 结论 由 

1 Fl =) 天 人 一 Flae 
<sup (人 o) - je) | |a<e<d .fas 


三 | 一 六 (到 
立即 得 出 
第 二 个 结论 可 以 考虑 相当 直观 的 例子 。 设 (图 1-22) 
oa 0<o< 工 ， 
ft) = 一 2nxz(m- 元 )， 六 <z< 二 
0, Lrel, 


时 
fe)=0, Oxrl, 
六 Epo 1], fed[Lo, 本 ,并且 


fh =) fC0) fe) ae 


ne 
= pe 0 (nn-ro0) 
即 在 范 数 | ] 之 下 * 娘 收 伍 于 了。 但 
If6— f= sup{ |f,(%) 
-fn | lasered) 
=Vn ro (roo), .图 1-2 


这 说 明 丙 个 范 数 | 1 和 | 机 是 不 同 的 ;因此 我 们 说 , (C[e, 习 ， 
1 和 和 (Ofe, 刀 I 1 上 是 两 个 不 同 的 赋 范 线性 空间 ,一 般 说 来 ,在 
同一 个 线性 空间 并 上 装备 了 两 个 不 同 的 范 数 | 上 和 上 47， 那么 作 
为 赋 范 线性 空间 (入 , | 有 和 ( 卫 , 了 个 , 它们 是 可 异 的 ， 

例 3 设 用 是 所 有 加 xn 和 F 阵 组 成 的 集合 ， 带 有 通常 的 奸 阵 
的 “可 ”和 “ 数 乘 ”， 即 设 点 = (Can) sy | (i= 1, B's 0 
j=1 2,…, 由 是 两 个 各 xm 矩阵 ， a 是 一 个 实数 ,那么 

A+B= (taut) ad (ag)., 
再 定义 下 中 的 范 数 是 
141=( 训 入 a3)“， 

这 时 了 就 成 为 一 个 冉 范 级 性 空间 。 

再 设 4E 虹 ， 妈 E 虹 ， 有 = {al 好) ， 和 = (gyy)， 容易 君 出 
4 一 4《 即 | 4 4->0) 等 价 于 

dP re, rooyi=1, 2 7, rs j= 工 ， 2 he), 

例 4 在 2 维 欧 几 里 得 空间 RB? 内 ， 对 每 一 点 4= (vi, 
zz) E 召 ?， 定 义 三 个 范 数 (都 不 难 验 汪 它们 确实 满 评 范 数 的 三 条 
要 求 )， 


册 


jej = Y 喷 + 妨 〔 欧 郊 里 得 范 数 ) 
9 = js + jzsl|， 
lz = maz( lz |, |z2|). 
例如 z= (2, -3)。 那 么 jz1= VIS, jel =5,，]eltw =3, 
在 欧 几 里 得 范 数 | | 的 意义 下 单位 开 球 是 (图 荆 3fe)) 
000,1)= 他所 总 2| | < 二 
= 他 后 开 | 对 + 开 << 甘 。 
在 范 数 | btw 的 意义 下 单位 开 球 是 (图 1-8(5)》 
000, D = {zs ER)Iely <1} 
= 好 所 下 | [| + zol <1}, 
在 荡 数 1 oa 的 意义 下 单位 开 球 是 (图 二 3(0)) 


s 站 。 


@(0, 1) = {oer| ela < 
= el jx 1, tw! 1}, 


™ 一 一 
/| ~、、 | 1 
一 < 6 这 一 | 证 一 -一 
~ [ . 
~ | | I 
Ww ;LL -| 
gay 8) ! 
， Cey 
图 1-3 


从 直观 上 不 难 奢 出 ,在 这 三 个 范 数 意 义 下 的 收 全 是 相同 的 , 也 
就 是 说 ,在 其 中 任何 一 个 范 数 下 是 收敛 的 ,那么 在 其 他 两 个 范 数 下 
一 定 也 是 收 敏 的 。 现在 的 问题 是 ;在 嫩 内 可 以 引进 各 种 形式 上 
不 同 指 范 获 ,在 这 些 范 数 下 收 敏 是 否 相 同 昵 ?是 哲也 会 出 现 例 并 和 
例 2 指 情形 呢 ? 


欧 几 里 得 空间 上 范 数 的 等 价 性 


设 在 周一 个 线性 空间 筷 上 装备 了 两 个 范 数 1 1: 和 1 fa， 如 

果 存 在 两 个 常数 6>0, d>0, 使 
jz 和 大 cz， lelssaleslr, wre 和 rE. 
就 称 范 数 上 1 和 1: 是 等 价 的 范 数 。 

在 研 范 线性 空间 ( 工 ，| 1 和 (和 ,| 1 中 , 如果 上 4 和 了 | 
是 等 价 的 范 数 ,那么 在 这 两 个 空间 中 收敛 是 祖 同 的 , 即 在 范 数 | 让 
的 意义 下 ww 当 且 仅 当 在 范 数 | 1 的 意义 下 wz， 销 工 和 鲍 
2 告诉 我 们 线 让 空间 C[e, 困 上 的 两 个 范 数 

ifl=sup{if te) | |v€ fe, 67} 
与 i= fo fe) az 


是 不 等 价 的 。 


一 般 说 来 ,对 任意 一 个 线性 空间 , 如 果 在 它 上 面 闭 备 了 酚 个 苇 
数 ,我 们 不 能 断言 它们 一 定 全 等 价 的 。 然 而 对 欧 几 里 得 空间 缸 言 ， 
任何 两 个 范 数 是 等 价 的 , 这 就 是 下 面 的 定理 。 
定理 ( 欧 几 里 得 空间 上 范 数 的 等 价 性 ) . 设 | | 是 % 维 馈 儿 里 
得 空间 本 上 的 欧 几 星 得 范 数 ，| | 是 上 任意 一 个 范 数 ;， 那 么 
| 1 和 上 二 等 价 。 
和 证明” 先 证 明 存 在 常数 >0， 使 
zoljz|j， 2EEn。 
设 包 ,82,…, es 是 9 中 的 一 组 基 , 在 这 组 基 下 每 一 个 2E 忆 
可 以 表示 为 | 
=861+t en ER GG=1, 2, .1), 
由 范 数 亩 满足 的 条 性 知道 
dal le lle te +t |e, esl 
再 利用 EE (=I 2， "3), 得 
lzlstleld + + esl) [|, 
记 e= jeil +…+ el， 注意 到 [ed >0G6 = 1 2,…, %)， 这 样 便 
证 明了 . 
上台 和 过 clz1， wzEB". 
表 证 明 存 在 常数 4>0, 使 
lslsdlsl, 多 所 Re', 
考虑 wn 元 函数 了 
ff: Rr"»B, 
它 的 定义 是 
fom)=|rl, ER, 
利用 范 数 的 三 角形 不 等 式 ,有 
(fos) — Fm [= le 一 二 [fo 一 > 
再 由 刚才 已 经 证 明 的 结论 ， 上 式 右 端 不 超过 cj -si(c>0 是 一 
个 常数 )。 这 玫 昌 了 是 一 个 ”元 的 连续 函数 。 
必 单 位 球面 


0. 


S= {weB" | lz] =1}, 
它 是 名 中 鸭 一 个 有 界 闭 集 (也 就 是 说 它 是 BB" 中 的 一 个 紧 集 ), J 
在 S 连续 , 雇 以 了 在 SS 上 必 有 晤 小 值 , 设 它 是 a, 即 
a=min{lvl|zeS}.. 
又 因为 对 每 一 个 ES,f(z)=lzj>0, 记 以 >0。 


设 % 是 2 中 的 任 一 疝 量 ,x 计 , 那么 所 以 


“<f( 扣 ) -| 各 上 = 而 lzl, 
这 就 是 


le| < zl, 
人 


当 s=0 时 ,上 式 显然 成 六 ， 再 令 4= 二 ， 完 理 证 毕 。 


由 定理 立即 获得 直面 的 控 论 。 

推论 1 欧 几 里 得 空间 上 任 上 大 六 个 范 数 是 等 价 的 ， | 

推论 2 在 欧 几 采 得 空间 办， 不同 范 数 意义 下 的 政 作 是 粗 互 
一 致 的 , 即 在 性 何 一 个 范 数 的 意义 下 是 收 剑 的 ; 则 在 其 他 范 数 的 意 . 
义 下 也 是 收敛 的 。 


习 题 


1. 在 2 维 攀 几 里 得 空间 如 上 , 是 藻 可 以 给 山 范 数 上 1， 使 得 在 这 个 范 
数 的 意义 下 单位 开 球 


O00, 1)= {ze R:|lx|<i} 
分 别 田 图 1-4 中 国生 个 图 形 天 示 。 
2。. 对 平面 R? 上 任意 一 点 二 《x1, Xx) ， 定义 范 数 
lz =maxt{|z:|, 12x31), 
让 这 一 范 数 确定 了 距 冤 。 问 : 以 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 为 顶点 的 三 角形 是 下 
二 等 过 三 角形 ? 在 欧 几 里 得 范 狂 下 怎 祥 ? 
3. 没 1 1 是 Rr 上 的 -一个 范 数 ， 
O00,6)= {rE Rx!<6} 
是 以 原点 如 为 中 心 , 半径 巾 3 的 开 球 , 试 证 明 . 


se 11。 


图 1-## 


(i) 口 {(0, 6) 关于 原点 口 对 黎 ， 玖 对 任何 YE 0O(0, 657， 有 
-xeEO0, 6); 

(二 ) O00, 8) 是 一 个 上 同 集 ， 有 妈 对 (0, 5) 内 性 何 两 点 x 和 yg 任何 实数 
FE 10,1], 有 1++ 人 一 了 EQO(0, 3)， 也 就 是 说 zz 和 的 连 线 在 O90, 3) 
内 . 

4， 在 五 " 内 ,对 每 一 点 立 = 【31 定 闵 

trls= (到 +… 二 1 pl, 

试 证 明 | 1。 是 R" 上 的 一 个 范 数 (特别 当 p = 2 时 就 是 欧 几 里 每 范 数 ) 。 

5. 设 C*[g, 名 是 所 有 在 Ia, 所 于 具有 严防 连续 导 数 的 函数 组 成 的 线 任 
室 间 , 带 有 通常 的 滑 数 的 “加 ?和 " 数 策 ”"、 在 CC*[a, 如 上 装备 以 下 三 个 范 数 * 


1 用 = maz {fF 1+ 3 on) | esr; 


主语 所 


HP=| fts) ldr + fds; 
LI = maxtlf Cs) loreb}. 
疝 : 这 三 个 范 数 之 间 有 什么 关系 ? 


31.2 欧 几 里 得 空间 上 的 线性 变换 


本 节 的 申 心 问题 是 ， 假 设 在 两 个 线性 空间 芒 和 了 之 间 有 一 个 
线性 变换 工 , 它 将 及 中 的 向 量 % 变换 为 工 中 的 间 量 工 (2)， 如 果 这 
两 个 线性 空间 上 各 自 装 备 了 范 数 , 那么 YE 习 的 范 数 和 T(z)E 了 
的 范 数 之 间 有 什么 关系 呢 ? 一 般 说 米 , 它们 没有 什么 必然 的 联系 ， 
但 在 欧 几 里 得 空间 上 , 变换 后 ， 了 (x) 的 范 数 却 被 原先 的 2 的 范 数 
所 控制 ， 这 就 是 本 节 的 中 心 论题 ， 


线性 变换 

设 症 和 了 是 两 个 线性 空间 ， 它 们 可 以 相同 也 可 以 不 同 ， 了 是 
从 下 到 了 的 一 个 映射 ,如果 它 满足 

0) Tere) = T+ TE), Yr, EA, 

(i) Toy) =oaT (yw) YeER, vat R, 
就 称 全 是 从 革 到 六 的 一 个 线性 变 汉 (或 线性 时 射 ,线性 算 子 )。 

例 1 平面 上 向 量 的 旋转 ， 拉 伸 ( 压 幽 ) 痢 是 弘 性 变 措 ， 设 工 : 
Rt 一 RB! 是 旋转 变换 , 向 是 w 经 变换 后 旋转 了 一 个 角度 (图 1-5)， 
这 一 变换 可 以 用 和 斥 阵 


?= cosg ~—sing | 

sin 8 ose 
来 党 示 , 设 b= (zy 拉 ， 929/ = 了 (2) = (2/, )， 
则 w= 守 cw)， 即 


Tw’) /feos8 -sing \fw | 
ay’  \sing GOg 日 jy 1-5 


ODS 日 出 一 Sin 上 .4 
四 singd.wteog'y /. 


控 体 ( 或 压缩 ) 变 换 i 也 可 以 用 桂 阵 . 


mi ,) (a>0 是 一 个 实数 ) 


米 表 示 , 这 时 2’ = 人 (2), 和 即 


Eg -a ON er 
yj- 人 (4 的 机 和 
当 > 工 时 ,是 向 量 的 拉 介 ; 当 0<a< 上 时 * 存 疝 量 的 压缩 。 
容 世 验证 和 了 T1 都 是 从 BB? 到 下 的 线性 变换 ， 
例 2 Fer 中 向 量 的 投影 是 从 和 到 下 的 一 个 线性 变换 。 具 
本 的 说 , 设 


Hi: Re fs 
Geis es 0 Ds ys DO 1, DY 
它 是 同 量 了 = (cz 2 EP 在 z 轴 上 的 投影 (图 1-6), 显然 ， 
记 是 从 启 到 Br 的 一 个 线性 变换。 {D1 smn) 
鲍 3 给 定 一 个 mxn 和 拓 阵 


Tl 13 | 


四 ， 
4- | ， 
ml Bm pr 


定妆 变 炎 于 如下; T;:Rr 了 Rw， 对 任何 ? Ts) 村， 
沁 三 《tly “ ] ERR", 团 1-8 


Pm) = 4x 


dn: mg oe Onn pn 
Zw) 是 EY 中 的 一 个 向 量 。 容易 验证 了 十 从 Er 到 Bm 的 一 个 线 
性 变 搞 ,或 者 说 给 定 一 个 到 xzma 矩阵 就 确定 了 从 如 到 RE” 的 一 个 
线 讶 变换， 
反 过 米 , 在 代数 学 中 已 经 知道 ， 共 于 到 B* 的 每 一 个 线性 变 
斤 , 当 给 定 了 如 和 召 ” 中 的 基 以 后 , 它 就 再 以 用 一 个 加 x% 和 矩阵 来 
“it: 


表示 。 这 一 事实 将 在 以 后 的 课文 中 起 重要 作用. 
例 4 证 CLa, 是 [a, 的 上 也 有 渗 级 妆 组 上 的 线 作 空间、 
定义 变换 工 是 


工 :CT[w， 让 | -五 ， 
在 
f=| f(a. 
即 在 工 的 作用 下 将 C[c, 要 中 的 每 一 个 了 变换 为 一 个 实数 
| Foae. 


| Caf Co) + Bg(w) d=a [fdr+ 8 | 9 (od 


知道 ,了 工 是 从 CEs, 妇 到 召 的 一 个 线性 变换 . 
例 5 设 Cre, 相 是 [4a, 归 上 所 有 具有 一 阶 连 续 导 数 的 函数 
组 成 的 线性 空间 , 定义 变换 也 是 
Di:Ol[a, b] -> Ofa, © 


ff (WA), 


Ef (0) + Bg()) =0 人 7GD+8 人 9 


知道 ,了 避 是 从 Qi[a, 可 到 Cr[e, 机 的 一 个 线性 变换 ， 

在 线性 变换 中 ， 我 们 要 研究 有 界 的 线性 变换 。 设 下 是 从 研 到 
工 的 线性 变换 , 互 和 了 不 仅 是 机 个 线性 空间 , 而且 还 各 自 装 备 了 范 
数 1 [x 和 各 |r; 它们 都 是 赋 范 线性 空间 。 如 果 存 在 常数 天 >0， 
使 得 对 每 一 个 2E 豆 都 有 

JT lr<MIsl|x, 

就 称 了 是 从 至 到 了 的 有 界 如 性 变 所 (或 有 界线 性 算 子 ,有 界线 性 映 
斐 )。 直 观 的 说 ,在 变换 定 的 必用 下 ;及 中 的 每 一 个 点 儿 的 象 了 (2w) 
的 范 数 1 了 TCw) fy 总 是 被 sz 的 范 数 zlx 所 控制 。 例 1 中 的 碟 装 
， 备 了 欧 几 里 得 范 数 以 后 , 旋转 或 拉 饰 变换 就 是 有 界线 性 变换 . 以 旋 
转变 换 了 为 傅 , 设 9 = (cy DeR:， 则 


s 15 。- 


TE) = (eos Oo sin Ow sin Dexw+t eond. wy, 


[| 了 Ko) =、 (cos 0-w— stn Oi+ (sin 人 -区 于 co 0) 
=vVo t= |z|。 
可 见 了 是 有 界线 性 变 欣 。 例 4 中 的 Cf[a， 厅 装备 了 上 确 界 范 数 
1 FE = sap {f(z) ie fa, 如} 以 后 ,变换 了 就 是 一 个 有 界线 性 变 
换 , 这 是 因为 设 FEC ra 纠 ， 那么 


TD | [f(a 


Sha sup f (2) | ls€ [a,d])} 
= 06—a) -1f1. 


线性 变换 的 有 异性 
线性 变换 是 否 一 定 有 界 呢 ? 回答 是 :未 必 有 界 ,党 察 例 5 中 的 
求 导 算 子 DB， 不 妨 设 [&, 四 = [0， zj, 卫 是 了 从 Qi[0，z] 到 Cr0， 
z] 的 一 个 组 人 性 变换 .在 C1[0，7z#] 和 Cf0，7x] 上 用 同一 方式 定义 
范 数 
{fi=sup{|lf (||0ses x}, 
其 中 
feOt[0，xr] 或 者 feC[0,， xz]， 
OE0，z] ,和 7 和 (CI0，z#], jl 都 是 赋 范 线性 空间 。 令 
fr) = 时 ng (n=1, 2,.%…), wsErO, zr], 
我 们 有 
jeCL[0， zj, 
[fl = suptlsin ngl IOSee x} =1, 
Df =n 008 nz, DOCFY ECLO, zx], 
Df ) | = snp{ln cos ng||OSe en} =n. 
显然 ,不 存在 这 桩 一 个 常数 型 >0, 使 得 
[DCF ISM wfeOliO, wj, 
即 必 不 是 有 界 的 ， | 
热 而 , 获 几 果 得 空间 上 的 尾 合 线性 变 措 都 是 有 界 的 , 这 就 是 下 
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面 的 定 惠 . 

定理 1( 欧 几 里 得 空间 上 线性 变换 的 有 界 性 ) 设 在 Rr 和 RR” 
上 分 别 装 备 了 范 数 | 上 zx 和 | 【ams 了 是 从 Rr 到 B" 的 任意 一 个 
线性 变换 ,出 是 有 界线 性 姿 换 。 

证 明 设 如 中 的 一 组 基 是 el，…， en BR" 中 的 每 一 个 向 量 = 
都 圳 示 为 

从 三 水 181 十 Tween 
由 下 的 线性 ， 
T(E) = wT en) Fe + nT fen)， 
内 以 
Te) hms eT en se t+ en | | Gen} mm, 
令 0o=max{|f (en ) rn, ,|f (en) en}, 
由 人 esefjei + 0 + fol), 
注意 到 je + …+ | 可 以 作为 2 的 一 个 范 数 (全 见 1.1 例 分 ， 
彰 册 欧 几 下 得 空间 上 范 数 的 等 价 件 , 则 存在 常数 o>0, 使 得 |z:| 
+ 二 cs 这样 恒 得 到 
TC) | ec del ww。 证 毕 

在 定理 的 条 性 让, 下 荐 从 吾 " 到 2” 的 一 个 线性 变换 ， 但 在 证 
明 过 程 中 , 我 们 只 利用 了 Br 是 有 限 维 的 这 一 特性 〈 即 设 它 的 一 组 
基 是 51, …，en)， 至 于 召 ” 也 是 有 限 维 的 这 一 事实 在 证 明 中 并 没 
有 起 什 么 人 必用， 从 这 里 可 以 得 到 怎样 的 启发 和 进一步 磊 得 怎样 的 
结论 ? 例如 是 否 林 以 将 ER" 改 为 任意 一 个 赋 范 线性 空间 (了 , 上 |) 
呢 ? 请 读者 考虑 - 

定理 2 设 了 是 失 本 到 Rr 的 一 个 线性 谈 拱 ， 在 纵 定 的 臣下 
对 应 的 引 隆 是 4, 又 设 4 的 行列 式 det4 志 0, 则 存在 常数 m>0， 
使 得 对 一 切 =E 到 ,有 

[EC ET 站 

《注意 .上 述 不 等 式 右 端 的 | ] 是 变换 下 的 定义 域 B" 上 的 范 数 , 在 
问 的 让 上 秆 开交 慎 域 所 在 的 到 上 的 范 数 , 酚 者 可 以 相同 也 可 以 不 
同 ,) 


| e 


证 明 并 不 困难 ， 困 为 dok4 志 0, 所 以 帮 可逆 ， 即 变换 工 可 道 ， 
再 利用 定理 工 便 得 证 明 。 其 详细 的 证 明 留 给 读 老 〈 即 下 面 的 习题 
838), 
定理 工 和 定理 2 表明, 从 Br 到 .39 的 线性 变换 如果 存在 递 
变换 的 话 ， 则 任何 向 量 we J 的 范 数 和 它 的 人 象 了 (2) 的 范 数 相互 
控制 , 即 存在 常数 e>0 和 a>0, 使 
2 二 1 sale ， veeR, 


习 题 


1. 设 半 、Y、Z 都 是 线性 空间 , f 是 从 蕊 到 王 的 线性 变换 ， 念 忆 ; = 
EFIy= f(z)，zEXT}， 卫 jCHCY，g 是 从 吾 到 和 的 线性 变换 ， 证 明 
990f 是 太 半 到 的 线性 窒 撞 , 其 中 

gof (x) =g(f(7)), xEX. 
如果 了 9 又 都 是 有 界 的 , gof 如何 ? 

2， 有 具 定 理工 的 证 明 过 程 中 试 说 明定 理工 有 有 可 以 作 怎 术 的 托 广 ?为 什么 ? 

3。 证 明定 理 2。 

4， 设 Ce (总 ) 是 实 教 办 上 所 有 满足 下 列 条 件 的 函数 了 组 成 的 线性 空间 ， 
还 有 透 党 的 更 数 之 问 的 "加 ?和 “性 乘 ?，(i) 了 在 尽 连 续 ; (ii) {zrE RIf{z) 
坟 人 站 的 财 包 是 咏 内 的 紧 集 ( 即 有 界 闭 集 )， 在 C,{ 了 RY 上 装备 上 确 异 范 数 

(ft= sup{|lf tx) |xe R}, fe CARY, 


又 设 
TC R)->R 8 
及 > 全 fa)dz。 
问 :{i 工 是 否 线 恰 ? (ii) 了 是 否 有 界 ? 
5。 设 本 是 从 RR" 到 民 的 一 个 线性 变换 , 试 证 明 存 在 一 个 向 量 cE R*”， 使 
对 和 性 杂 ER", 有 


T(z)=《e,w》 (x, 是 内 积 ), 
投工 (R", 民 *) 是 从 再 " 到 民 ” 的 所 有 线性 变换 组 成 的 空间 , 对 任何 
TSELIR", Rm 及 任 全 实数, 定义 
(TI) = TI tI) (aT)(z)=aT lx), re Rn, 
试 证 明 工 (如 ,如 拉 是 一 个 线性 空间 , 并 给 出 它 的 一 组 基 。 [提示 ; 设 R* 和 
Rm 中 的 基 分 别 是 和 …， eu 和 el …，gm 考察 线性 变换 fi: RR? -> Ee， 
* 由。 


bsster) = 0, lestes) =0, i 天启 ， (i=1, 2, “f=, 2， i mm) .证 明 {lr} 
是 工 (了 到， 全 的 一 组 基 . ] 


$1.3 欧 几 里 得 空间 上 的 连续 映射 


本 书 的 一 个 重要 内 容 是 研究 欧 几 里 得 空间 上 映射 的 微分 学 
丁 此 有 必要 首先 对 欧 儿 里 得 空间 上 的 驶 射 作 适 当 的 叙述 ， 特 别 是 
连续 的 肌 射 , 这 就 是 本 节 的 内 容 。. 


映射 


设 避 是 n 维 欧 几 里 得 空间 BR? 内 的 一 个 子 集 ，f 了 是 从 号 到 RE* 
的 一 个 映射 , 即 
fF:D->R", DRn, 
TY, ， 
这 里 自 变量 xeD 是 如 中 的 一 个 点 “= (zi，…，a)， 必 是 子 的 定 
义 域 , & 的 象 g= 了 (vw) 是 EB” 中 的 一 个 点 (向 量 ) y= 人， Wm)。 
因此 ,也 称 了 是 定义 在 DD 内 的 向 量 值 函数 。y 恢 赖 于 x, 这 表明 
的 每 一 个 举 标 (了 = 二 2，…，, 29) 都 依赖 于 w= (wm1，:…; zw)， 也 
就 是 说 ,是 (wi，…， 2,) 的 函数 ， 
全 = 六 《CI ya), 
3 三 FI + Wn) 
Yn = frm wi» Ts vn) 
(ws +, ,ED), 
称 天 是 了 的 新 誉 标 函 数 ,并 记 
f= {fi fa es, Fm). 
例 1 设 
oc: [a, © -> 五 3， 
tr (2, Y, 7), 
它 是 从 闲 区 间 [6; 杀 芭 启 的 一 个 上 映射 可 见 纪 标 zy, sz 都 是 f 


ea 3 。 


w=2{t), y= s=20), aSte), 
又 如 果 my yz 都 在 [4, 妇 连续 ,我 们 就 说 0c 是 从 [a, 困 到 民 能 
一 个 连续 映射 , 它 表 示 三 中 的 一 条 连续 的 戎 线 . 
例 2 设 避 是 蕊 中 的 一 个 区 域 , 又 设 
S:D_» A 
(5 OI {Ey 2) 
这 天 有 明 w, 9g, z 都 是 (vw, 录 的 函数 , 邯 
T=, 0 =v 0 z=200, OW (4 WED. 
又 如 果 w， 9，z 关于 4.% 有 连续 的 偏 导 数 , 并 且 牙 可 比 行列 式 
ORY) | 和 Te 
OCW VY) yu Wo 
出 这 一 映射 就 表示 .2B 中 的 一 个 光滑 申 面 . 
例 3 设 必 是 瑾 中 的 一 个 区 域 ,又 设 
TRi~R 
(Ws DO, WW) 《他 2), 
于 是 %“, 9, z 分 别 是 (ww wp) 的 函数 ， 
w= fu Vs 0), Y= VY, to)s 
z=hW, PD W)C VW, Ww) ED, 
假设 并, 9, 的 具体 豆 达 式 是 


w= fu VW) = HInN jC08 to, 


0 (wv WED 


y= gu VY, 10) = in vgin 加， 
s =, PH, WY = 08 YU, | 
其 中 (Cu, w， a0)eD, D={(w, Y, WW) 上 0 二 下 < 十 so， Oc<oc, 
0<tw<2x)， 这 时 映射 了 就 是 大 家 熟知 的 球面 举 标 变换 . 
例 4 设 如 是 中 的 一 个 子 集 ， 
f:D—>B, 


(‘1s "my a) rs 


w= fms Ee) (ls 7 Ea) ED, 
» 2。 


它 就 是 一 个 兄 元 的 实 值 函 笋 。 

这 儿 个 例子 说 明了 ; 当 引 进 欧 几 里 得 空间 上 映射 的 概念 以 后 ， 
就 能 够 统一 处 理 通常 数学 分 析 中 特别 是 多 元 微 积分 学 中 的 许多 重 
要 概念 , 如 曲线 、 肌 面 .坐标 上 变换 、 多 元 函数 等 ,- 使 我 们 有 可 能 站 在 
一 个 更 高 的 层次 上 来 看 待 这 些 具 休 的 概念 ， 同 时 也 有 可 能 用 一 个 
统一 的 观点 来 研究 这 些 各 不 相同 的 对 象 。 

设 了 :D>Bm， 其 中 DCR*。 如 果 对 刀 内 性 何 两 个 不 同 的 点 
2 和 9y。， 其 象 F(e) 乓 人 ， 就 称 了 是 从 厂 到 Rm 的 一 个 单 射 ,也 
称 了 是 一 个 一 一 映射 . 

设 :D> 如 ,DCR", 一 Rm， 如 果 对 瑟 内 的 任何 一 点 YY 在 
刀 内 至 少 存 在 一 个 w 《各 能 不 止 一 个 ), 使 得 f(z) =9, 或 者 说 了 的 
全 域 (yyEBIy= f(w)，zE€D) = 吾 ， 就 称 了 攻 愉 万 到 如 的 一 个 满 
射 ， 它 家 示范 数 丰 的 值 充 注 了 吾 ， 有 时 也 称 了 是 从 刀 到 召 上 的 映 
射 。 

设 了 基 从 隔 到 百 的 一 个 满 射 ,同时 又 是 一 个 单身 ,就 称 了 是 从 
五 到 吾 的 一 个 用 射 .又 称 姜 和 如 之 间 是 一 一 对 应 的 , 如 果 :DD 一 古 
是 双 射 , 则 道 映 射 了 1: 如 DD 一 定 存在 。 
连续 映射 

没 刀 是 环 中 的 一 个 开 集 ,了 是 从 卫 到 总 " 的 一 个 喘 射 ,woeD， 
如 果 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 6>0, 对 任何 weD, 当 jz~ 加 |<6 

(f(x) -Feo)1<<e， 

就 称 映射 在 点 a 连续 。 要 注意 的 是 ;在 定义 中 必 - ao 的 范 数 | | 
是 BR" 上 的 欧 几 里 得 范 数 ,而 Je) - Feo) 的 划 数 | | 是 Br 上 的 
欧 几 里 得 范 数 。 由 欧 几 里 得 空间 上 范 数 的 等 价 性 知道 , 了 在 点 wm 
的 过 续 怀 与 欧 几 皇 得 空间 上 范 数 的 选取 光 关 。 确 切 地 说 : 设 B" 和 
”上 各 自 装备 了 范 数 上 【和 1, 了 是 内 的 一 个 开 集 ,了 :D-> 
fw， 是 媳 内 的 一 点 ， 如 失 对 任意 缩 定 的 E>0, 存在 5>0， 当 
ve 加 并 且 -wol < 之 6 时 ,有 


起 时 。 


fr) 一 了 (so 人 < ey 

谣 称 了 在 点 zo 连续 (在 范 数 | 1 和 上 和 的 意义 下 )， 欧 区 里 得 空间 
上 范 数 的 等 价 性 定理 说 明了 ， 邵 果 在 某 个 范 数 的 意义 下 了 在 点 匣 
连续 。 那 么 在 其 他 范 数 的 意义 干 了 也 在 点 so 连续 。 为 了 方便 起 
见 , 我们 常常 取 爽 括 里 得 范 数 。 

了 在 点 ‰e 连 续 的 概 您 也 可 以 这 样 叙 述 , 对 什 意 给 定 的 >0， 
存在 68>0, 使 得 

FEOCF ce) veE dm OND, 

这 里 开 球 Otwo, 的 和 开 球 5 了 C0) 2) 分 别 是 由 了 Zr 和 BB” 上 的 
范 煞 产生 的 ， 

钥 看 ,还 以 为 上 述 定 久 是 -一 元 实 值 函数 在 点 各 这 续 的 定 
义 ， 它们 在 形式 上 是 完全 一 样 的 ， 内 不 过 在 现在 的 情形 下 多 和 we 
基 员 维 欧 几 里 得 空间 内 的 点 ，7c) 和 了 (on) 是 各 维 欧 几 里 得 空间 
内 的 点 ， 并 且 备 自 带 有 范 数 喷 了 。 这 正 是 统一 处 理 第 我 们 带 来 的 
方便 和 好 处 。 

如 果 上 射 了 在 如 内 每 一 点 连续 , 就 称 了 在 了 内 连续 ,及 称 子 是 
从 卫 到 Rr 的 一 个 连续 映射 ， 

设 了 = (fi 了 在 点 m 连续 和 它 的 每 一 个 坐标 函数 
在 点 wo 连续 有 什么 关系 呢 ? 

定理 1 设 点 m9 是 开 集 DCRr" 内 的 一 点 ，f 是 从 卫 到 Rm 的 
一 个 上 映射， 了 = (万 ， …, fm)， 则 了 在 wo 连续 当 且 仪 当 每 一 个 了 
(2=I, 2,.…, 09) 在 eo 连续 ， 

证 明 利用 不 等 式 


(0) -Fen) | fi0) -Fool， 


便 得 到 当 每 个 产 在 mo 连续 时 , 了 也 在 wo 连续 。 
再 利用 不 等 式 
(fim) — Fr) IF) — fle) (=1, 2, +, mm) 
又 得 到 当 了 在 wo 连续 时 , 每 个 了 也 在 zo 连续。 证 毕 . 
于 面 的 定理 3 是 用 “ 开 集 的 语言 "来 表达 连续 的 概念 的 。 这 一 
。322 - 


表达 方式 在 形式 上 已 不 受 范 数 或 距离 的 东 缚 ， 只 要 有 开 集 的 慨 念 
就 可 以 用 开 集 来 陈述 何谓 连 纺 。 恋 者 可 能 会 想 , “在 一 个 赋 范 线性 
空间 中 ， 开 集 是 外 范 数 产生 的 ， 筷 根 狐 底 还 是 范 数 在 起 作用 .” 确 
实 , 在 赋 范 线性 空间 中 是 如 此 , 但 在 更 一 般 的 拓扑 空间 中 并 无 范 数 
而 只 有 开 集 , - 切 只 能 从 开 集 出 发 :这 种 用 “ 开 储 的 语言 来 定义 连 
续 的 方式 自然 可 以 朱 广 到 一 般 的 拓 盾 空间 于 《在 第 4 章 中 效 讨 论 
这 一 问题 ). 

定理 2 设 fD=E", 卫 是 内 的 一 个 开 集 ; 闭 么 广 在 DD 迷 
续 的 必要 和 充分 条 件 是 ， 对 BR” 内 的 任 一 开 集 六 , 它 的 道 象 

可 = 六 LO) = {mE DIftr) EF 
是 fr 的 一 个 开 集 。 

在 证 明之 前 , 我 们 先 用 一 元 实 什 函数 的 例子 来 谤 明 一 下 ,例如 
实数 困 上 的 正 藤 函 煞 4= f(z) =sinz， 它 是 整个 实 畏 上 的 连续 通 
数 , 对 9 轴 虐 的 开 区 间 下 , 它 的 道 象 是 xz 轴 上 开 区 间 Ti， Da， yg 
Ui -zs … 之 并 ,仍旧 基辅 上 的 一 个 开 集 (图 1-7)。 


图 1-7 


又 如 疼 1-8 中 向 y= flz) 串 孙 的 函数 ， 它 定义 在 区 间 (a, 8) 

肉 ， 在 (4,5) 内 不 连续 ， 对 3 办 上 的 .个 天 区 间 玉 。 它 的 道 旬 
f -KKP) 却 是 z 轴 的 一 个 左 闭 右 开 的 区 闻 , 不 是 开 集 ， 

和 和 


现在 证 明定 理 2。 

证 盟 ”人 先 证 明 必 变性 ; 设 下 是 如" 内 的 怪 一 开 集 ， 为 了 证 明 其 
逆 象 -1() 是 柄 中 的 一 个 开 集 ,只 要 证 明 对 每 一 点 woE (TV')， 
一 定 存 在 一 个 开 球 O{zos 0) CA). 

设 纹 =zoy 因为 加 EF,， 六 是 开 舍 ,所 以 存在 一 个 以 狼 为 
中 心 的 开 球 Oo ec 二 FF 《图 ] 一 9)， 再 由 了 的 连续 性 , 存在 5>0， 
当 必 EOtees 6) 时 ,有 

fw) Ev, ) EV, 

这 表明 Otzo, 由 中 任何 一 点 5 的 象 f() 在 信 中 , 换血 话说 ,六 的 
道 笃 广 1F 门 包含 了 Otto 站 ;这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 事 ， 


了 
my NN 人 和 
| 7 A 上 7 全 | 
1 { { 27 人 | 
|) me/ 
\ | \™/ 
~ pd 人 一 
转 1-9 


再 证 明 充 分 性 : 设 44 是 卫 内 任意 -一 点 ;其 象 是 加 = 了 (zx0) ,对 任 
意 给 定 的 >0, 了 = 0fgn,2) 是 BE" 中 的 一 个 开 球 ( 图 1-10), 和 直 假 
设 了 人 是 到 中 的 一 个 开 集 (但 来 必 是 开 球 ), 并 且 wo€ -1(T7). 
因为 广发 六 是 开 集 ,所 以 存在 开 球 Otwqs 5) 己 -FF), 这 说 朋 当 
和 


%EO(ves 0) 时 ,有 (2) ET 了, 也 就 是 说 , 了 在 zo 连续 ,新 mo 是 了 内 
性 一 点 , 这样 便 证 明了 充分 狂 。 证 毕 。 


图 1- 从 


定理 2 说 明了 连续 等 价 于 “并 集 之 道 象 仍 是 开 集 *， 俱 它 是 不 
是 丈 等 价 王 * 开 集 之 条 仍 为 开 集 * 呢 ? 或 者 更 明 闻 的 问 ， 在 连续 卡 
墓 之 下 ， 开 集约 象 是 否 也 是 开 集 ? 回答 是 否定 的 。 例 如 实数 轴 上 
的 连续 函数 y = 了 (ze) = sins， 对 % 轴 上 的 开 区 阅 (0，xr) ， 其 象 
FO, T)) = {yEPF Iy= sin gs, 0O<g<H} = (0, 1 却 不 是 9 办 上 
的 开 集 。 

下 而 的 定理 举 涉 到 紧 案 的 概念 。 让 我 们 回忆 一 下 : 设 & 是 开 
内 的 一 个 子 集 , 又 设 {oijaes 是 R* 内 一 族 开 集 , 如 果 满 足 

W028 
《或 者 说 对 有 内 的 任何 一 点 =， 总 存在 某 个 ou 使 2E00), 称 {oi} 是 
人 的 一 个 开 着 委 。 如 果 在 人 的 酝 何 一 个 开 覆 盖 {csy 中 总 可 以 选取 
出 有 限 个 开 集 
as Da "ss Um 

要 益 8, 即 oh8， 出 称 8 是 内 的 一 个 时 集 ， 欧 儿童 得 空 
阐 内 的 紧 集 等 价 于 有 界 闭 集 ， 这 一 结论 以 后 常用 到 ， 下 面 的 定理 
表明 在 连续 号 身 下 , 蜂 集 的 象 仍 旧臣 紧 集 ,这 是 连续 肤 射 的 一 个 重 
要 特性 。 

定理 3 设 f 是 从 开 集 了 C 本 到 丽 " 的 一 个 连 综 觅 射 ， 又 设 
cD, KR 是 Br 中 的 一 个 紧 集 , 则 五 的 象 

fF(E)= {yE Rjy= f(m), ER} 
由 和 让 


是 Rr 中 的 紧 集 。 

证 明 设 {F}oe 是 五 " 中 的 -- 族 开 梨 , IF。 } 要 关 了 f(K), - 
要 证 明 的 是 在 {TP,}ae4a 中 存在 有 限 个 开 集 覆盖 (EK)， 

由 定理 2, 对 等 一 个 开 集 了 。。， 其 道 象 = 六: 是 如 中 
的 一 个 开 集 ， 当 a 裔 历 4 时 , 得 色 豆 " 中 一 族 开 集 1Csyeei 它们 
覆盖 了 到。 因为 下 是 紧 集 , 所 以 奉 在 有 限 个 

Ui=f-ITD; me, Ur= fi) 
团 盖 区, 于 是 (Fe 中 的 有 限 个 开 集 
Vi Ta, ,Vy 
办 尊 了 (KK), 证 毕 。 


习 题 


1. 试 证 明 从 忌 ' 到 R" 的 线性 喘 射 一 定 是 一 个 连续 映射 。 

2， 设 万 C 名 ,了 是 从 疙 到 "的 连续 瑞 射 , 六 是 五 内 一 个 紧 集 ， 试 证 明 
41f(z)1|ze 下 } 有 最 大 信和 最 小 值 ， 

3， 设 是 尼 内 的 一 个 开 集 , zo€ DD，f 是 从 DD 到 Re 的 连续 映射 试 证 
时 了 在 点 zo 连续 的 必要 和 完 分 条 件 是 对 R* 中 任何 含 f(zo) 的 开 集 洲 ， 黄 
省 象 广 !(P] 是 Rr 中 舍 xo 的 开 集 . 

4. 设 DD 是 R" 中 的 一 个 开 集 ， 了 是 从 总 到 "的 连续 映射 ， 又 设 如 是 
Rm 中 的 一 个 并 集 , 态 刁 人 yE RR"|gy= f(x) ,xzE D}，9 是 从 日 到 RR' 的 壬 续 
联 射 , 试 证 包 gof 是 从 刀 到 R* 的 连续 映射 ,这 里 gof (x) =g (ftz)), rED， 

5。 如果 映射 1 民 "-> 尼 "满足 条 件 : RR" 由 任 一 紧 集 区 ,其 首 象 六 (天 ) 
是 尽 " 中 的 紧 集 。 问 了 是 连续 映射 吗 ? 

6. 设 觅 射 大 R"> Rm, 试 证 明了 在 "连续 的 必要 和 完 分 条 件 是 : 对 
R" 中 的 任 一 子 集 , 有 


fcHE, 
其 中 王 是 互 的 闭 包 ; 邱 二 是 吾 的 象 (到) 的 闭 包 。 


二 


第 2 全 可 微 映 射 


82.1 可 微 虎 射 的 概念 和 性 质 


偏 导数 . 方 阅 导 数 . 磁 度 、 牙 可比 (Jacobi) 人 炬 阵 元 疑 是 数学 分 
术 中 最 重要 的 基本 梳 念 之 一 ， 束 个 多 元 槛 数 的 微分 学 就 是 建筑 在 
这 些 概 念 的 基础 上 的 ， 灵 所 间 知 ， 在 这 些 不 同 的 概念 之 加 存在 着 
非常 密切 的 联系 。 然 而 ， 当 我 们 说 这 些 概 念 不 过 基 田 一 个 更 共 本 
的 概念 在 不 问 场 台 下 的 某 种 具体 表现 而 已 ， 这 或 许 会 全 人 感到 有 
点 新 鲜 和 有 有趣 ， 同 时 也 会 进一步 提出 “那个 更 基本 的 概念 ”是 什 
去 ? 它 有 哪 址 性 质 ? 这 就 是 本 节 要 投 述 的 内 容 . 
引进 这 样 一 个 * 更 基本 的 概念 "六 不 单纯 是 为 了 松 括 和 和 统一 姓 
理 多 元 微分 党 中 的 背 干 经 外 理论 ， 同 时 还 为 了 将 微分 学 的 研究 拓 
广 到 更 一 般 ( 例 如 元 限 纵队 ) 空 间 上 去 ， 具 有 承上启下 的 意义 。 不 
过 后 者 已 超出 本 书 范围 . 
二 元 实 值 函 数 可 微 性 的 拓 广 
设 避 是 说 中 的 一 个 开 集 ， 点 = (za, Vn) ED， 叉 设 夯 数 
D>, 它 是 定义 在 吕 内 的 一 个 二 元 实数 汕 数 .如果 它 在 点 如 可 
微 ; 按 可 微 的 定义 ,对 任何 点 p= {z, 四 ED, 有 
了 (zy 的 一 了 fos Wo) = ACPo) Cr — tg) 
+ BP) (Y ~ yo) + 7{p, po), 
其 中 4(p0) 和 BCpo) 十 仅 与 点 2 有 关 而 与 点 2 无 闫 的 常数 ,” 满 


[二 


lim [rps pol = 
Lp 一 pl ||P ~ Dol 


容易 推断 4Cp0) 和 BCp0) 分 草 是 偏 导 数 Pen gn) 和 fy (0 y0)， 
» 27 


但 上 向 的 形式 不 便 攻 广 。 现 在 ,将 它 改写 成 下 国 的 形式 ， 
f le, 9) -Ff eos yo) = (ACpo) | 天 | tCp, 1), 
其 中 C4Cpo) BCpo)) 是 一 个 1x2 矩阵 。 把 它 希 作 是 从 友 到 五 的 
线性 并 六 ， 记 为 ，( 人】 是 瑟 中 的 一 点 ， 它 并 是 32 


(wv ~ wo YY0), 于 古 上 涉及 可 以 写 淤 
FD) 一 了 (Do = Ly (DPo) + rp, Do) 

lps (PD 一 BD0) 是 线 往 变 撞 1p! 作用 在 2 一 Po 上 ， 这 一 形式 和 一 元 实 
情调 数 的 证 溅 概念 多 么 相 侯 ! | 

本 细 观 察 这 一 形式 就 会 发 现 ， PDP 一 po 并 不 一 定 非得 限制 在 王 
中 不 可 它 完 全 可 以 拓 广 泡 BE? (任意 正 整 数 m) 中 的 虚 ; 了 的 取 秆 
也 不 一 定 必 人 须 限 制 在 晴 内 , 它 也 可 以 拓 广 轧 在 "(任意 下 整数 19) 
中 取 值 ,这 时 ， 线 性 变换 js, 将 碟 为 从 疡 到 RB” 俐 线性 变换 ， 这 一 
收 写 的 形式 孝 非 司 小 可 ; 由 此 , 读者 可 以 看 出 一 条 拓 广 的 路 子 ， 
可 微 

设 了 是 如 中 的 一 个 开 集 ，mwo 是 卫 内 的 一 点 。 叉 设 了 是 从 加 
到 及 ”的 一 个 肉身 ;如 果 存 在 一 个 与 zo 有关 的 、 从 Br 到 吾 " 的 线 
性 变换 如 ,， 仙 得 对 卫 内 的 企 启 点 zx; 有 有 

fw) — Fro) = Tr wwe) + Tm, so) 
并 且 了 好， 20) 满足 下 剂 要 求 ， 
lirm [rts, = 
1 一 ro1 一 各 多 一 20| 

则 称 联 射 了 在 点 za 可 微 ， 称 线性 变换 所 ,是 了 在 wo 的 导数 〔 或 微 
分 六 记 为 六 ee 或 党 (ao)。 

如 内 映射 了 在 力 内 的 每 一 点 可 微 ,就 称 了 在 号 可 供 , 又 称 了 是 
如 内 的 可 和 柚 映 射 。 

要 注意 的 基 : (in) 在 可 微 定义 中 ,ww 一 wo 是 Br 中 的 点 ,了 (2) - 
FX) 是 BE" 中 的 点 ,bl% 一 wo) 是 线性 变换 志 , 作用 在 -we 上 ,将 


= a8 = 


+ 


Be 


tz 变换 为 BR” 中 的 一 点 ,因此 ,7(z; 20) 也 是 B" 中 的 点。 
2) 竹 被 根 式 中 ,je 一 oo] 一 0 中 的 | | 荐 襄 革 的 欧 几 星 得 范 
数 , |r 人 er, zo) | 下药 上 」 是 五 "上 的 欧 几 归 得 范 数 。 由 欧 几 里 担 空 
间 上 范 数 的 等 信和 桩 而 二 | 可 微 与 芳 数 的 选 坡 无关， 
(iii) 导数 忆 fg) (或 者 记 为 Cag)) 不 是 一 个 数 , 而 是 从 BE" 
到 五” 的 线性 空 换 ， 它 与 点 0 有关， 它 作 用 在 点 8E Rr* 上 ， 记 为 
了 DFA， 了 (wo) (四 是 Bm 内 的 一 点 。 不 要 把 疙 F(z0) 当 作 线性 
变换 作用 在 ce 上, Df{zo) 本 身 是 一 个 与 mo 有 有 关 的 线性 变换 。 用 
这 一 疯 点 米 看 一 元 实 值 汕 数 了 ,于 在 点 zo 可 微 是 指 
FO) — Flr) = fo) (e— zt0) + oz — vo), 
六 (2 是 一 个 数 , 但 应 该 作 如 下 的 理解 ， 它 是 一 个 1xI 虐 阵 ， 是 
从 召 到 如 的 一 个 线性 变换 ， 它 将 任何 YE 吾 变 换 为 产 (oo)y = 
jzo 正好 就 起 数 了 《eo) 汪 y, 
GY) 可 微 的 概念 总 和 线性 伐 的 概念 联系 在 一 起 的 , 当 我 们 路 
去 ?T(t ro) (其 范 数 对 [zs 一 go| 币 言 基 一 个 请 阶 光 穷 小 量 ) 以 后， 
屿 射 了 就 相当 于 一 个 常量 虐 射 和 一 个 线性 蜡 射 之 和 ; 闻 在 点 zo 的 
一 个 充分 小 的 加 域内 ， 
fm) ef Cero) + Df v0) Cv ~ ro), 
这 一 思想 在 微分 学 的 序 用 中 起 重 时 作用 。 


可 微 映 射 的 基本 性 质 


在 下 面 欧 讨论 中 ,如果 不 友 说 明 的 活 ， 吾 假定 五 基 BR 中 的 一 
个 开 集 ;x0ED, 哎 射 :D> 
性 质 1 车 映射 了 在 点 zo 可 微 ， 间 它 的 导数 DF (xo) 是 唯一 


的 。 
在 一 元 实 但 症 数 的 销 形 下 ， 导 烤 玫 (w0) 是 一 种 特定 形式 的 极 
限 , 和 再 由 极限 的 唯一 性 ,这 一 千 论 是 未 还 白明 的 。 得 看 这 里 导数 不 
站 用 极限 来 定义 的 ,因此 无 法 利用 极限 的 唯一 性 ,而 必须 另 作证 咀 。 
证 明 - 册子 在 zo 订 微 ， 国 此 对 任何 2E 严 ， ye0, 已 及 任何 
充分 小 的 实数 A, 有 
。29 - 


f (we rb) -ae) =T0N TO vo) 
是 从 Br 到 fer 的 一 个 线性 变换 , p 满足 
。 VY 宗 加 
lm -= 0， 
又 设 了 (eo+ 和 9) -Geo) 还 可 以 另 外 表示 为 
Fro AY) 一 于 (08) = mh FB, Lo)s 
m 是 从 Rr* 到 Rm" 的 一 个 线性 变换 , y 满 足 


Tim | 及 Cg wo) | 二 让 
0 Ei * 


同一 个 (zo + 和) 一 了 lwo) 有 两 个 表示 式 , 所 以 
OM) — ph) = Phy, vo) — Pp (hs v0), 

于 是 . 

Tim [8) — 7A | -1im [Ph ro) — ONY, xo)| =0, 
| Bo 


a y 


hr 


再 和 刹 用 ?和 mw 的 线性 ,得 
入 |， |? 一 ? 1 — 
人 ] He (的 | .| 到 攻 DE 0 (>0)， 
所 以 对 任何 非 0 的 yE Be 有 下 式 成 立 ， 
LO) = m8) 
而 当 g=0 时 上 式 显然 成 立 { 因 为 了 和 加 都 是 线性 变换 》, 这 样 恒 证 
明了 了 = 甜 。 证 毕 。 
性 质 2 车 映射 并 在 点 zo 可 微 , 则 了 在 wo 巡 续 ， 反 之 , 则 不 
然 ， 
证 了 明 由 了 在 2 可 微 ,得 
To) 一 了 (oo = DF {v0) (一 40) 十 人 (20]。 
了 fso) 是 从 司 到 辣 "的 线性 变 搞 ， 所 以 它 是 有 界 的 ， 邯 对 任何 
y€ER", | Deo) (||y| ,MH 是 一 个 常数 , 则 
[fle) 一 了 (so | MIs -ro t+ rw, wo) | 
再 注意 到 je, 80) = (|w 一 201),， 这 样 便 证 明了 结论 ,证 毕 。 
反之 ,出 不 然 , 很 容易 举 出 一 元 实 值 函数 的 例子 来 说 遇 这 一 结 
沦 。 
-30 。 


性 质 3 设 映射 了 和 7 都 在 点 za 可 微 , a、 B 是 两 个 实数 ， 则 
af + Bg 也 在 wv 再 租 , 并 且 
D(af + Bg) (09) = uDF (0) t+ BDg {we). 
其 证 明基 明 最 的 。 
性 质 4 复合 映射 的 链 式 规则 ) 设 瞻 射 产 刀 > 召 "， 卫 是 本 
中 的 一 个 开 集 ， 点 4ED， 了 在 4 可 微 。 又 设 映 射 #9: 是 一 户 ， 
HEOFD) = YE Ry= Fr),， mED}, 9 在 3= 了 (a) 可 微 ( 图 
2-1), 则 复合 贞 射 gof 在 < 可 徽 , 并且 
Dlgof) (9) = Dg(b oDF oe). 
右 端 是 两 个 线性 变换 Df(@) 和 Dy(5) 的 复合 , 即 对 任何 2%E Rr"， 
DgtbIoDF (a) (%) = DID DFR) (2)). 


在 证 明之 前 ， 先 对 这 一 性 质 说 明 一 下 ， 在 一 元 透 数 的 微分 学 . 
中 ， 罩 两 个 可 微 函 数 复合 而 成 的 复合 函数 的 导数 是 两 个 函数 各 自 
导数 的 蒋 积 ,这 个 事实 是 令 人 费解 的 ,其实 ,性 质 和 告诉 我 们 , 复合 
映射 的 导数 是 各 月 导 数 的 复合 ， 而 在 一 元 般 赦 的 情形 下 正好 就 是 
各 让 导数 的 习 积 . 
证 明 交 了 使 记号 简单 一 些 , 记 1= Dfto), m= Dg(b), 千 了 
在 4 可 微 和 5 在 8 可 微 ,得 
FL) — Tm =Ur 0a) + pr, a), 
[9 Cx, 8) | =0, (1) 


I Gio Ee &| 
gC) -9b) = my Db) + Ey, 0), 
= 21» 


Tim [$y, HT =0., (2) 


sola0 ly 
现在 考察 
gof Cw) — gof Co) =molt(s — oa) + p(y 0), 
要 证 明 的 是 
lim -ece， 2 =0 
1a—21 + [ 守 一 在 
证 明 如 下 ， 帕 避 ) 和 澡 是 线性 变换 ,得 
pw a) = gCF 0) ~ gf la) -ml (se — 0)) 
= gf) ~ FO — mF) 一 了 (GD) ~ Per, )) 
= GF — gCF ON) — mf ~ FO Fm pr,0) ), 
其 中 = 了 (tr)，85= 了 (lq), 所 以 又 有 
pts @) = ~ 90) -my -b+rm ps, Gy 
再 出 (2)， 


pr, o) = (yy, BD) + mp er, 0)), 
问题 化 为 只 村 证 明 下 面 两 个 极限 成 立 ; 


lm [Cs 的 | 0, (A) 
le—0 + vt—al M 
lim mp (tw, 0))1 =0, (B) 
le 0 ls—al 


对 任意 给 定 的 >0 由 (2), 存在 56>0, 当 Jjy-51<5 时 ,有 有 
Vey, |<ely-dl=elfte) -fo)|, 
此 外 , 了 在 4 可 微 ,所 以 它 宕 4 连续 , 收 存 在 作 >0, 当 lz 一 @i 雪 外 
时 , [Cw) 一 fC@) |<6, 于 是 当 [4|<< 轴 时 , 上 式 也 成 立 。 再 由 
(2) 和 线性 变换 了 的 有 界 性 ， 存 在 如 >0， 们 雪人 ， 当 jz 一 如 | 二 他 
时 ,有 


(yys |<ellv— 0) + pr, 可 | 
EM|z-a]t+elr—el), 
凋 >0 是 当 数 。 这 样 便 证 明了 (C4) 成 立 . 
证 明 ( 太 成立 是 很 容易 的 , 由 线性 变换 mw 的 有 界 人 性 ， 存 在 常数 
>0, 使 
» 32 0 


. [my ts, a) |<ele (re, 2 1， 
再 由 (了 蕊 便 延明 了 (3) 成 立 ， 证 华 。 

性 质 5 设 了 是 从 Jr 到 RR" 的 常量 腔 射 即 对 任何 xwE 嫩 ， 
f (2) = e(e 是 BR" 中 的 一 个 常量 ), 则 了 在 Er" 内 可 微 ， 并且 对 任何 
vwE Rn, 

Df (le) =0, 
右 端 的 0 是 0 变换 ， 它 将 Br 内 的 每 一 点 2 都 变换 为 如" 内 的 0。 

证 明 是 明显 的 ;从 路 ， 

在 一 元 函数 微分 学 中 ,线性 变换 产品 -~ 瑟 就 是 “ 数 蒋 ?， 即 了 
作用 在 *E 吾 上 就 是 某 个 确定 的 数 ( 设 它 是 办 博 2 f(zw) =azx, 或 
省 说 , 了 就 是 *a 飞 ”, 它 的 导数 疡 (z) = 看 作 从 王 到 如 的 线性 变 
摘 , 它 就 是 1x1 逮 阵 , 对 任何 YER (9) C2) = ay, 这 表明 了 是 
“a 葬 ”， 它 的 导数 也 是 “a 弱 ?， 即 力 f = Ff， 将 这 一 和 结论 拓 广 到 高 
维 欧 几 里 得 空间 ; 厌 得 到 下 面 区 性质 避 。 

性 质 6 设 了 了 苦 从 局 到 Rm 的 一 个 线性 变换 ， 则 了 在 了 襄 内 
可 微 , 并 县 对 和 伍 何 4sE 到 ,有 

Df = f. 
证 明 对 每 一 个 soE 如 ,由 了 的 线性 ,得 
Fo) — fr) = rt) Os 
所 以 了 在 wo 可 微 , 并 且 Df (wo) = 了 证 毕 。 

性 质 7 设 上 映射 了 + 和 5 都 是 从 办 到 县 的 映射 《 即 它 们 都 是 定 
义 在 必 内 的 元 实 值 耳 数 )， 在 点 zoED 可 微 ,由 了 .9g 和 ff/g9 ( 洁 
9 (wn) 三 0) 都 在 zo 可 微 , 并且 

DF-g) (wo) = g(r DF 0) + flr) Dytro), 
了 ( 1) Ce) = -90 DF Ce Dm, 
证 明 ”人 奴 证 央 乘 入 :出 了 和 9 在 ma 的 可 微 性 ,得 

Fe) 一 了 (0 = DF) (2— wo) + Pr, mo)s 


Herele0 | 到 一 2 
gE) 一 803 = Dgleo) (Fo— zn) +r 20)9 
§ » 3 


lim [$e eo) | =0, 


Is | 放 一 cro| 


所 以 
fv) g(r) — Fro) g(r) = gC CF Em) ~ f a0)) 
tT Fro) (or) ~ g(r0)) 
= 98) DF ro) wt — wo) + PL, 的) 
t Fr0) CD Cro) we — so) + PT, m0))s 
9 在 mo 可 微 ,从 而 9 在 we 连续 ,于 是 在 wm 的 茶 个 分 域内 ,9 (2) = 
g (0) 十 召 9 其 中 当 |z—z0j—0 时 s-0。 代入 上 式 , 得 
fm) gr) ~ Fro) gwo) . 
= (g(r0) + E) CDF (wn) (F —t0) F pr, 20)) 
fwo) CDg (ro (we — ro) +r wo)) 
= (gw0) DF (wo) +t F wo) Do en) ) Ce — wo) 
+ rm wo)s 
rv, mo) = gm) m+ fr) eCDF vo) Cm — wo) + Pp)s 
注意 到 gCwo}Df 了 Cz0) + f(z9)Dg two) 是 从 Rr 到 号 的 一 个 线性 恋 
换 ; 1p | 入 | 是 关于 |% 一 mo] 的 高 阶 无 穷 小 量 ; 并 且 | Df wo) (2 一 
z0) | 专 了 Hw 一 zol, 六 >0 是 一 个 常数 ,这 样 便 证 明了 
im [rte, wo) | =0 
EF 
和 
DF I) v0) = gro) DF Eo) + Fro0) Dy wo), 证 毕 
性 质 8 设 了 和 9 者 是 从 石 ( 石 弟 吾 中 的 一 个 开 集 ) 到 i 的 
可 被 映射 ,定义 
fs gE) = fe) PY (LED), 
其 中 <, ?是 2 上 的 内 和 ,那么 4 外 ( 它 基 从 卫 到 有 的 一 个 上 映射) 
在 任何 点 2%E 呈 可 向 ,六 且 
Df, 9 (2) = DFT)T, gm) +f (2), Dgts) TY, 
DFT) 各 Dgtw)? 分 别 基 DICz) 和 Dg(w) 的 转 置 ， Df(%) 和 
Dgtz) 都 是 名 XI 引 降 , 记 以 DFC2)7 和 Dg(2)7 都 是 1xm 牛 阵 ， 


MM- 


并 把 它们 大作 BR* 中 的 点 。 

其 证 明 留 给 读者 作为 习题， 

寻 一 个 具体 的 映射 户 如 何 判断 它 在 某 点 是 否 可 微 ， 如 果 它 
可 微 , 其 导数 了 je) 是 什么 ? 从 可 微 的 定义 出 发 来 作 此 判断 是 很 
困难 的 ， 即 使 对 一 个 结构 短 单 的 函数 也 不 是 一 件 容 易 的 事 ， 这 是 
因为 必须 事前 猜测 出 线性 变换 Df(z) 是 什么 然后 才能 估计 
rg 的 | = | 了 CD 一 了 C2) 一 DF(w) (9 -2)| 是 不 是 关于 | 一 w| 的 
高 阶 无 穷 小 其 。 在 下 一 节 中 将 给 出 可 微 的 一 个 充 要 条 件 ， 利 用 这 
个 条 件 将 能 够 洲 较 方便 地 判断 了 年 否 可 微 以 及 其 导数 是 什么 ， 


习 媳 
43 证明 性 质 了 中 的 f/g 在 点 ze 可 徽 , 并 且 
n (£) = 2 eo) Fe) oe (其 中 g{x0o) 寺 0 。 

2， 证明 性 质 (不 访 设 吉 =2)， 

3， 设 可 微 瑞 射 1 上 "> RR" 有 可 微 的 逆 映 射 牛 1, 试 证 朋 对 任何 2€ R"， 
有 

DF ly) = (DF Cx)) TY, 

其 中 5= ffz) 。 即 道 映射 的 导数 是 该 映射 的 导 歼 的 逆 。 

和 设 天 忆 > 玉 ,天 VW) = 2， 试 证 明了 在 任何 点 La 了 & RI 可 微 ， 
并 且 Dfta, B= (5 0)，, 即 对 任何 (x, 抽 € RR， 


Dila, Dz, DW= (8 oj ) -t+oy。 


器， 设 产品 ?> 三， 如果 满 中 
ftar, 四 = 了 (rz, c=af(z, 臣 ， (0 是 实数 )， 
fri+t ra Y) = fr, D+ fr, y), 
Hr, ty = f(r, yD) + f(r, ya), 
就 称 了 是 扑 钱 性 的 。 斌 证明: 


(i) tim -i WL 0， 


Qi) 了 在 任何 点 (a, 站 € RR 可 微 , 并且 对 任何 他, 坊 € R， 
a 6 。 


- 


Dffa, Br, = fa, W) +f(r, HD. 
{习题 4 是 它 的 转 殊 情形 .) 
6. 设 天 再 > 及 ?9， 了 = {fi 12)， 试 证 明了 在 xoE& 民 可 微 当 且 仅 当 五 和 
二 都 在 ze 可 微 。 并 且 这 时 


在 (zoN . 
ET 

7。 设 1 六 Ir, 办 =+y， 允 设 1，9; Re 下 ,了 g 都 在 R" 可 
微 。 再 设 右 sR"->R?, = 全 , 9)。 璋 用 f+ 9=10 昌 , 谋 明 f+g 可 微 ， 并 
且 


Df(ro) = 


Df + g) (7) = Df(z) + Dg(r), 
83. 谈天 9 民 "> 民 ,和 洋 痢 可 第, 利用 习题 ”的 思路 以 及 习题 4 证明 
fg 可 答 , 神 且 
Df (re) = g(r) DF (x) + f(z) Dole), 


$2.2 导数 的 表示 


本 节 的 中 心 内 容 是 : 当 映射 了 在 点 * 可 微 时 , 它 的 导数 Df(%) 
是 从 Er" 到 RR” 的 一 个 级 人 性 变换 , 天 此 ,在 和 内 给 定 了 一 组 
基 雇 后 ,DFCz) 可 以 用 一 个 名 x 算 阵 表示 出 来 ， 俱 它 是 怎样 的 矩 
阵 呢 ? 这 就 是 本 节 的 中 心 内 容 ， 同 时 ,我 们 还 将 给 出 导数 Df(s) 
和 方 半 导数 , 偏 导 数 、 梯度 向 是 之 同 的 关系 , 使 我 们 有 可 能 用 更 高 
的 观点 来 统一 姓 漂 多 元 函数 微分 学 中 的 经 典 理论 ， 


方 问 导数 . 偏 叶 数 和 梯度 向 量 


设 el ez …，8 晨 Rr 内 的 一 组 标准 正 交 基 , 必 是 内 的 一 
个 开 集 , 碟 toE DD， 又 识 鼎 射 了 :DD-rB, 它 是 % 元 实 值 函数、 如果 
了 在 ao 可 葵 ， 了 Fa 就 是 从 Br 到 吾 的 线性 变换 ， 这 个 变换 作用 
碍 3E 避 上 是 有 意义 的 , 它 将 3 变换 为 一 个 实数 了 Fe 护 ， 这 个 
实数 合 有 震 样 的 意 浆 呢 ? 

定理 1 了 和 am 的 假设 如 同上 条 所 说 的 ， 则 对 任 何 YE 局 ， 
lI#1=1, 有 
* BE 


DF (oD) W = Him nt 0) ~ fan). 


等 式 的 右 端 对 我 们 说 来 并 本 防 生 , 它 是 函数 了 在 点 zo 沿 方 向 的 
方向 导数 。 定理 1 开明 导数 了 Feo) 作用 在 单位 向 显 y 上 就 得 到 
沿 方 向 g 的 方向 导数 . 
证 明 ”因为 了 在 wo 可 微 ,所 以 
了 (an 工友) ~ Fro) = DfEE0) GD) + ry, ro)s 


lim J «1 0, 


人 一 个 | 
再 再 了 六 ee) 的 线性 
. Df (v0 Co) = 1tDF (re) (8) 
”和 |y[|=1, 佑 得 到 
Hm Cot iy) fn) Lim ty, To) 
Hm + 出 了 30 ~ DF (vo) (9 1 lim 一 的 [人 


= Df (so) ( 力 。 证 只 
从 定理 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 如 果 yE Br", gs0 但 lgjsz 则 
仍 有 


lim So + ty) = He) = Df (wo) (oy) 


成 立 ,不 过 它 不 是 函数 了 在 点 mm 消 单位 方向 -| 的 方向 导数 , 两 
考 相差 一 个 常数 因子 。 
推论 “在 定理 工 的 条 件 下 ， 
Df (on) (ed) = BB fo0). 


6 是 到 "内 的 扩 茂 向 基 。 这 说 明 导 数 Df (rxo) 作用 在 基 疝 量 ef 上 
便 得 到 了 在 点 zo 的 关于 的 偏 导数 . 

证 明 在 定理 荆 中 特别 取 =e;= 0，…, 0; 1 0 0) 并 
设 20= (Ct E48 “*y 20)， 刚 


Dj CD = lm -at 的 ) = fan) 


:+ 


= lim Co， 加 | ~? ti "9 的 一 站 ( 和 0 
站 一作 


= fo). 证 毕 


在 定理 工 的 条 什 下 , Df(zo) 是 从 Br 到 也 的 线性 变换 , 给 定 了 
Br 中 的 一 组 基 et …， 6 以 后 ，Df (wo) 可 以 用 一 个 1xm 矩 降 表 
示 , 这 就 是 下 面 的 定理 2. 

定理 2 在 定理 1 的 假设 下 

Df(lwo) = (favo) folwo) fv0) ), 

它 是 一 个 1xwm 和 撼 阵 ,其 中 万 (oo) 是 总 f(a0) 的 另 一 个 写法 。 

证 明 设 eu ex …，s 是 的 一 组 标准 正 交 基 。 又 设 ?是 
从 Br 到 忆 的 一 个 线性 变换 ， 我 们 知道 , ? 将 由 它 作 用 于 基 向 量 
si 人 = 工 2，,…, %) 上 的 值 所 完全 确定 ， 即 著 TCes) = 为 , 则 7 所 对 
应 的 1xwm 颖 阵 就 是 


Ga ha en). 

现在 ， 册 定理 1 的 推论 得 DF(zo) ( 它 是 从 Br 到 及 的 线性 变 
换 ) 作 用 于 基 向 量 ef 上 等 于 -说 - (cm， 所 以 Df(eo) 对 应 的 1xn 
矩阵 就 是 


(让 四 束 四 型 加) 证 毕 


如 果 我 们 把 (fw,(z0) ，…， fe 《a0)) 春 必 一 个 向 量 ， 则 这 个 向 
量 就 是 函数 了 { 或 着 说 数量 场 六 在 点 xso 的 梯度 。 
推论 T 设 欠 元 实 值 函数 了 在 点 如 可 微 : 并 且 i 又 是 子 的 一 
个 极 值 点 [ 即 存在 点 ze 的 邻 下 OUzo， 0， 对 任何 =EgOteo 的 ， 都 
有 了 (2) 态 f 了 (eo) 或 者 都 有 了 (2) 这 f(x0)1]， 则 
Df (ao =0, 或 者 生成 了"(zo) =0。 
其 证 明 是 明显 的 。 
”推论 工 的 论述 形式 完全 和 一 元 实 值 函 煞 时 的 情形 一 样 ， 对 不 
同 的 对 象 有 一 个 统一 的 形式 处 理 。 


” BH 


推论 2 设 了 是 一 个 三 元 实 信 着 数 ， 它 在 点 zo 可 徽 ， 又 设 纪 
是 Bs 中 的 一 个 单位 向 量 , 方向 剑 欧 起 cos a.cos Bcos?, 则 于 在 
点 四 洪 方 向 乡 的 方向 导数 是 


它 口 号 
有 Fo WD = (fo (0) f(r0) re cosB 
OST 
三 foto) oo0g oe 十 fs, C0) 003 8 + Fo, Ct0) COF ry, 


证 明 由 定理 I 和 定理 2 有 即 可 得 电 。 


雅 可 比 和 矩阵 


现在 将 定理 2 的 结果 加 以 大 广 , 设 也 是 BR" 中 的 一 个 开 集 ， 点 
wo 了 DD， 有 映射 了 :D>BR"， 了 = (7 fw) 又 设 了 在 ww6 可 微 ， 
则 其 导数 Df(w0) 在 Br 和 BR" 中 给 定 的 标准 正 交 渗 下 , 可 以 用 怎 
样 的 m xn 甜 阵 来 宸 示 呢 ? 

定理 3 设 映 射 7:D>R”， 了 = (fi …, fm)， 呈 是 R" 中 的 
开 集 , xoED, 则 了 在 wo 可 微 的 必要 和 充 委 条件 是 ， 每 一 个 f 在 
wo 可 微 ， 此 外 , 若 了 在 ae 可 微 ; 则 

证 四 BL 0) ~ ME em) 


5 of .Of 
Bf (0) - 2. (wo) ”各 (zo) Br (zo) 


ef (zo) a (so “» 肛 " {ro) 


上 式 右 端的 mxn 知 阵 称 为 映射 了 的 雅 可 比 红 阵 ， 或 者 称 它 是 范 
数组 万, …， fm 的 牙 可 比 给 隆 。 雪 nm = 时 ， 称 牙 可比 和 矩 降 的 行 
列 式 鸭 雅 可 比 行 列 式 。 
述 明 和 对 证 明 充 分 几 ， 弯 每 个 产 信 =1，2，…，m%) 首 x0 可 
微 ,; 即 奇 we 如 ， 有 有 
fiw) — fwo) = Df (v0) Ce — vo) + rvs wa)s 
a 习 。 


lim rw, 20)| 0 (人 一 于 2, ss mm 
lazg1"0 |z—mo 


南 定理 2 知道 
De) -GL on) 四 


忆 . 
Si (oo) Mt! ey) ~ en) 


272 2 ja 
| | 


Of rn) 人 (mo) 5 和 C0) 


它 表 示 从 Br 到 "的 一 个 线性 变 挽 ， Df,Cxo) 是 -co 的 第 生 行 
的 行 疝 量 。 对 w€ 了 ,考察 

fl) — Fre) = wn) (sto) + res Wo)» 
要 证 明 的 是 


lim re eo) 
me [ 训 一 全 


设 = 为 
fr 《0 CH) 和 5 (wn) 61 一重 9 


J (C20) (a — ro) | a a : 
\ (0) Ye (wo) 2 (ao 有 on 一 本 

Dfite0) (s — wo) 

_ Df (4 — wo) 


Dy, mt) (x 一 _) 


Fi — Fir0) ~ Dfi(zo) Cr — wn) 
了 az] 一 2 2 (Yo CL ~— Eo) 


所 以 


T(r, Eo) = 
f Lo - -5 pfz0 一 站 (en Ge 《一 
+ D0 =- 


Je 20) | < fie) ~ frro) Dfila) to- a0 


上 一 ] 


4b 
Tt | 


Je ~ wol 
上 上 式 右 问 每 一 项 当 |s 一 zo]->0 时 是 赵 于 9 的, 这 样 售 证 明了 映射 
了 在 点 zo 可 微 , 并 且 还 证 明了 


2 {x0) 2 {Roy 谤 {wo) 


» 


2 of .Efe 
万 Frfaoy = 下 Cxo) EA {x0) a (0) | 


KB (po) 各 (ro) (zo) 

证 有 明 必 要 人 性 ， 设 贞 射 了 在 zo 可 微 ， 作 投影 =，2， 
nm) 

Ts Bm» 
《80 dn) 

容易 验证 x 是 从 Bm 到 五 的 线性 变换 ， 央 此 它 是 在 RB? 内 可 微 
的 。 而 f= zsof。 即 对 任何 oE 了 3， 通过 了 映射 为 Bm 中 的 一 点 
Fe = (万 ( 人 0，…， 六 (oo))， 瑟 通过 喘 射 为 (wm)。 利 用 复 
会 上 映射 的 可 微 性 但.1 性质 少 便 得 出 fi(lien 在 点 如 可 币 。. 

定理 的 后 一 部 分 ， 其 证 有 明 已 经 包含 在 上 面 的 推断 过 程 中 。 证 


毕 


要 注意 的 是 , 设 映射 了 = (1，…，f) 中 的 每 一 个 声 在 点 四 
的 篇 导数 22: (oo)，…， 全 (en) 都 存在 ， 这 时 虽然 可 以 从 形式 
上 写 出 相应 的 雅 可 比 短 阵 ,但 还 不 能 说 /在 点 «可 微 ,也 不 能 说 
这 个 盾 阵 是 了 在 m 的 导数 ,这 是 因为 仅 仪 沪 导 数 存在 并 不 足以 保 
证 74 在 mm 可 微 例如 在 B? 内 , 设 了 :J? 一 如 , 它 的 定义 是 


5 他 罗兰 (0， 0) 


je， 功 -| 
0， 他, 2 = (0 0) 


9 


在 点 (0, 0)，j 了 的 两 个 偏 导数 都 存在 并 且 fC0,0) =0， 产 (0 0) 
=0, 从 形式 二 可 以 写 出 雅 可 比 害 阵 (0 0), 但 ff 在 原点 不 可 镁 
(事实 上 子 在 原点 不 连 乒 )， 因 此 您 阵 《0 0) 不 是 了 在 原点 的 


导数 。 但 是 ， 如 果 每 一 个 偏 导数 全 二 (i=1, 2 …， ms 了 = 了 2 


者 在 点 2 连续, 则 由 歼 学 分 析 知 道 户 必 在 ro 可 祯 ,从 而 子 
在 sa 可 微 , 这 时 又 称 了 在 点 zxo 连续 可 微 ， 

设 了 = (7 fw 每 一 个 雇 在 开 祭 了 Rr 内 的 偏 导数 不 
仅 存 在 而 旦 连续 ， 就 称 了 是 从 卫 到 BE" 的 一 个 CT 类 映 射 ， 记 为 
了 了 EO!。 我 们 再 从 轨 一 个 观点 来 看 这 件 事 , 如 果 了 在 了 可 微 ， 那 如 
对 五 内 任何 一 点 zz, 线性 变 挤 DDf(w) 有 意义 ; 搞 名 话说 ， 对 每 一 个 
x ED, 存在 一 个 线性 变换 六 7 的 与 此 对 应 , 我们 把 画 Fe 看 作 
gz 的 每 ， 这 样 使 得 到 一 个 映射 5 记 它 是 卫 力 , 吕 太 定义 在 卫 肉 ， 取 
值 是 (从 "到 BR” 的 ) 线 性 芝 换 ， 困 于 在 给 定 的 基 下 ， 线 性 恋 换 可 
以 用 一 个 m xm 扎 阵 求 表示 , 困 此 映射 号 是 定义 在 了 内 , 琅 值 基 
m Xx%n 短 降 ; 事实 上 , 对 每 个 ED 六 是 一 个 加 xn 的 雅 可 比 

设 夺 是 所 有 mm xn 矩阵 组 成 的 赋 范 线性 空间 (< 见 1.1 全 3)， 
那么 映射 DF 就 是 

DF:D-rM 


wm-> 了 在 4z 的 雅 可 比 矩 阵 。 
如 果 睦 射 Df 在 DD 连续 ,就 称 了 是 一 个 i! 类 映 射 。 
Ci) 和 何谓 上 虹 射 Df 在 卫 连 续 ; 
(ii) OQ! 类 映射 芍 两 个 定居 是 否 等 价 。 
先 说 明 第 -- 个 问题 : 用 比较 直观 的 语言 来 说 ， 所 调 连 续 ， 就 
是 指 对 也 内 任何 一 点 mo， 当 zzED 并 且 z 人 充分 接近 wo 时 , 了 在 点 
;的 雅 可 比 害 阵 (2) 和 在 点 9 的 雅 可 比 征 阵 了 tm 也 充分 接近 。 


确切 的 说 , 设 了 在 点 2 的 雅 可 比 矩阵 是 (38 (o) ) = ， 此 外， 


" 2» 


9 ET 


| 


我 们 在 总 内 采用 欧 儿 里 得 范 数 ,在 下 内 采用 工 工 例 3 的 范 数 , 则 
“连续 "的 会意 是 ;对 任意 给 定 的 2>0, 存在 和 >0， 当 由 E 帮 ，|2 一 
Lol < 时 ,有 


机 


有 了 这 样 一 个 确切 的 志 达 避 后 难得 易 四 和 第 二 -个 问题 了 。 

定理 4 CC: 类 的 两 个 定义 是 等 价 的 ， 

证 明 设 DF 是 从 卫 到 音 的 连续 蚜 射 ,xo 是 如 内 的 任意 一 点 ， 
则 对 任意 给 定 的 >0, 存在 G>0， 当 4E 并 有 旦 |s 一 ww|<6 了 时 ， 


a {gy 一 这 (wo) 


D3 > (sit - a Co) “<e, 
这 就 证 明了 G1 2 并 2 om 在 点 连 
续 。 
反 过 米 ， 如 果 每 一 个 34 在 力 巡 续 ，xo 其 刀 内 的 任意 一 点 ， 
则 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 6>0, 当 zED，|s 一 x0] <6 时 ,有 
-dt (co)| < 二 所 (=1, 2， on) 
于 总 


信和 届 ( 委 四 -这 oo) 上 <。 

好 映射 Df 在 刀 连 续 。 证 毕 。 

和 0' 类 映射 相仿 , 我 们 定义 C* 类 映射 . 设 了 = (fo fm)， 
如 果 每 个 了 在 开 集 DJr 内 有 二 阶 连 续 简 导数 二 大 -人 = 1 
2, "ss Ds 小 下 三 工 2, os 9) 就 称 了 是 了 内 的 一 个 辟 ? 类 上 映 封 ， 
记 为 了 EC2。 也 可 以 用 下 面 的 观点 来 看 这 件 事 ， 设 fe Ot, 则 映 
射 Df 是 从 万 到 了 的 连续 映射 ， 洪 中 下 是 由 所 有 mw xm 天 阵 组 成 
的 贱 范 线性 空间 。 现 在 ,我 们 要 把 夺 看 作 一 个 欧 刀 里 得 空间 , 看 法 


和 二 


是 这 样 的 : 在 以 和 n+ mm 维 欧 几 里 得 空间 RB"*+” 之 间 建 立 一 个 对 
庶 关 系 , 设 4= (ey)4zpheow， 拒 和 4 和 Bert” 内 的 虚 (ait …， ah 
fal “GE2r， nl 9 Corn 对 应 起 来 ， 这 一 光 系 建立 了 开 和 
R"+m 之 间 的 - -一 对 庶 。 并 且 有 下 列 特 性 ， 

(i) 保持 了 双方 的 “加 ”和 “ 数 乘 ”"， 即 设 4，、BE 型 分 别 和 
apE Rrtm 对 应 , 则 也 + 吾 几 和 + 对 应 ,X4 必 和 和 a 对 应 以 是 
实数 )。 或 者 说 作为 线性 空间 两 党 是 同 构 的 . 

(ii) 范 数 不 变 , 即 设 4E 了 台 和 aE "rw 对应, 则 


141=( 访 高 3) = lo， 


或 者 说 作为 赋 范 空间 两 者 是 等 上 距 的 。 

由 这 两 个 原 欠 , 我 们 可 以 把 下 和 瑟 " 汗 看 作 同 一 个 赋 范 线 征 空 
间 ， 所 不 同 的 仅仅 是 空间 中 元 娄 的 记号 而 已 ， 作 了 这 样 的 注解 之 
后 ;我们 可 以 说 上 映射 DF 是 从 隔 到 "r+" 的 连续 驶 射 , 如 果 它 在 卫 内 
可 微 的 话 , 就 称 DF 的 导数 DtDI) 是 子 在 五 内 的 二 阶 避 数 【 或 工 
阶 根 分 )}， 记 汐 DF。 又 如 果 加 1f EO!, 就 称 了 是 一 个 C0? 类 映射 。 
同样 可 以 证 明 局 类 的 两 个 定义 是 等 价 的 。 

一 般 的 , 设 = (fi …， fm)， 如 果 每 个 了 ;在 开 集 DCB? 内 
对 各 个 变 元 zf = 1 2,…， nn) 有 名 阶 连续 偏 导数 ,就 称 站 是 一 个 
OF 炎 函 数 ， 记 为 了 EO*。 又 如 果 每 一 个 六 对 各 个 变 元 有 任意 阶 
连续 导数 , 就 称 了 是 一 个 C” 关上 映射 , 记 为 了 ED 。 

例 1 设 映 射 六 R= 呈 ， (x, oz 定义 如 下 s 

= Y), 

v=0(p, Y; WU), 

Ww = Ys DP) 

2= 2(w, VW) 
假定 每 一 个 函数 都 可 微 。 求 Df， 


从 了 的 定义 可 知道 它 是 一 个 复合 映射 
了 = ffarfarfls 


人 


{， Ds {x, Ys 四 -所 ( 弛 ，8 oi (人 i， 贡 ， ww) Ys 
fi fz fa f4 的 定义 分 别 如 下 : 
fi: Ces 的 9 的， 其 中 
T= YY 入 二 全 (于 ) 


天 在 任何 点 经 妨 的 导数 是 


1 0 
DAs, yy) -| 0 1 } 
ws (tb, YY Wy ts y) 


fa: (2 Y, i (DY YD), 其 中 
w= YY = VE yy MH), 


了 在 尾 何 点 这 ,9 和 的 导数 是 
1 


0 0 
Dfalw, Y, WH) = 0 1 D ) 
va Ys UY) b(t YW) Va CE YH) 
fa: {xr, Y, VI-r rt, dy W), 其 中 
光 二 全。 


fs 在 任何 点 (x，Y,，%) 的 导数 是 


1 0 0 
Dfs(w, y, 4) -| 0 0 1 ) 


0 wys 全 to 全 
Js (tm Js 其 中 
站 9 
在 任何 点 (%，%, 区 的 导数 是 
大， 和 和》 = (er (Ty Vs CO) zo Ds 0) os Ys WW) 
再 由 复合 上 映射 的 链 式 规则 得 (为 书写 简单 起 见 , 略 去 自 变量 的 

记号 

厂矿 = Dia Df Dee DF. 


1 0 0 1 0 0 1 0 
=(4 oy Sl0 0 1 0 1 0 0 1 
0 we Wel VV Dy Vy Ws Uy 


* 5 。 


三 《了 - Fy) 3 
所 以 


= 二 ofDz 二 De) + 2 (Wo (Vs + Dads) ), 
f= Dy Dp) + 2 COs + Wo CVy + WUy) } 

例 2 设 cf00， D> CD = (rt yD 200)), 并且 
在 (0, 1) 连续 可 微 ， 叉 设 对 外 ,内 的 每 一 个 i De (有) 拓 0， 这 时 
“表示 BR 内 一 条 光滑 晶 线 。 把 Del#) 看 作 向 蔓 

Del) = Ce C0) YF (FFC ), 
它 就 是 曲线 6 在 点 (和 ;yD ，z( 生 ) 的 切 困 量 、 

站 果 我 们 在 复 平面 C 和 如 之 间 建 立 一 个 对 应 关系 ， 每 一 个 
复数 xs=w+ 说 和 殿内 的 点 tz; 纺 一 一 对 应 起 米 ， 任 何 一 个 复 
变 训 数 f(z Ti =z 的 上 fy 有 和 从 尹 ! 到 瑚 的 映射 = 
(fi f2) 一 一 对 应 起 来 。 其 中 六 (zs 级 = Ww Y), f(t, = 
wz 3)。 在 这 样 的 对 应 下 , 复 变 函数 的 复 导数 和 从 R? 到 R? 的 映 
射 的 导数 有 什么 关系 呢 ? 

例 3 考察 复 变 菠 数 

fF) =2= E+) = (2 一 32) 二 ro 
和 和 它 对 应 的 从 R? 到 R: 的 映射 = (f1， fs) 是 
Fir, =m Fal, Y) = wy, 
对 复 变 函数 了 来 说 , 它 是 订 袜 的 。 
产 (二 2 
谨 以 对 任何 复数 卢 = 四 十 议 2， 
(= ~ he) + oahs + gh) ]. 
对 映 壬 = (7 fo) 求 说 , 也 基 可 微 的 ， 


Bf 8f _ 
DF, 的 = “| 
2 TY Fe 日 Fa 二 避 y 和 
人 


Do 
了 折 呆 将 吾 ? 内 的 任何 点 = {hls Pa 站 mso 作用 在 (za 上， 得 


Dy, 0 =2(® (2 


志 ha 


» BD 


= 2 (Crh — vhs Uh + vhs) 

它 所 对 应 的 复数 是 2[(zwhi 一 Yo) Ti +zjs)]， 这 正 妊 就 是 
六 (x) -有 。 这 震 明 作为 复 变 函数 的 了 和 和 作为 从 姬 到 了 BR? 的 映射 的 
六 两 者 都 是 可 微 的 ,并且 两 者 的 导数 是 一 致 的 . 

但 一 般 说 来 , 未必 如 此 ， 

例 4 考察 复 空 函数 

上 (9 = 2= (H+) = iy. 
电 于 它 的 实 部 和 感 部 不 满足 柯 西 - 葡 曼 (Cauchy-Riemann) 方 程 ， 
所 以 了 是 不 可 微 的 但 和 它 对 应 的 映射 了 = (fi, fs) 是 
fitw, P=, foal, Y) = —Y, 


， 1 0 
pr WD- (yi). 


如 上 沫 了 是 一 个 复 的 解析 函数 ,那么 把 它 看 作 复 变 函数 , 或 者 把 
它 看 作 从 R? 到 R? 的 上 映射， 两 者 都 可 德 , 并且 导 数 是 一 致 的 。 其 
证 明 留 给 读者 , 作为 习题 。 

在 这 一 节 中 给 出 了 导数 Df (zg) 的 矩阵 表示 , 利用 矩阵 表示 也 
可 以 证 明 上 一 节 中 可 微 申 射 的 一 些 基本 性 质 ， 证 明 过 程 可 能 比 上 
一 节 中 的 应 明 更 方便 些 ， 读 者 不 妨 试 试看 。 那么 为 什么 要 在 上 一 
闻 中 加 以 征明 呢 ? 在 上 一 节 的 证 明 中 ,我 们 只 利用 卫 FKz) 是 一 个 
有 界线 性 次 换 这 一 特 盾 ,根本 不 涉及 DDF(w) 的 算 阵 表示 ， 这 样 做 
攻 少 会 房 发 我 们 把 可 微 的 概念 和 可 微 映射 的 基本 性 质 指 广 到 更 一 
般 的 赋 范 线性 空间 (例如 巴 拿 哈 (Banachy 空间 ) 上 去 ,即使 在 那里 
有 界 的 线性 变换 不 能 用 一 个 mr xm 球 阵 表示 ， 但 只 要 有 有 界线 性 
刻 换 就 可 以 用 相仿 的 方法 给 出 可 微 的 定义 和 可 微 遇 射 的 基本 性 
在， 


司 题 
1。 设 里 射 产 只 ?> 灵 ， 人 to | wy 习 ， 它 的 定 必 量 


名 一 十， 和 到 TD 划一 450+Taan， 2= (+1)3 一 加， 


s dT = 


求 DFO0, 站 ,， Df, 驴 . 
2. 设 上 映 身 户 吕 "下 了 = (i fa 13). 
4=fi(x, y, 2) =TYz, v= fry 2) = (+) Be, 
w= f(z, H, 2) = ea 
求 D,1, DD) 和 Df(r, yz}。 
3,， 设 所 总 -再 2， 
x, ys 0) = (ry leos t+ sin 4), rer — yy), 
求 Df (1,2, 0， z). DO, -1, 5, 7), 
生 ， 设 吕 下 2 四， 人 (用 ! 一 区 它 的 定居 是 
ear 2]， 
y= vr, Hs 
w= wr, H, VY), 
其 中 wv，w 都 是 可 艇 函数 。 将 吾 分 解 为 敬 干 个 映射 的 复合 ， 求 #8 的 导数 
Dg, 
5. 设 下 是 揽 平 而 C 土 的 解析 函数 ,将 它 姥 成 情 ? 了 R? 的 映射 , 证明 后 者 
在 中 : 可 微 , 并 且 两 者 的 导数 是 一 至 的 。 
6。 利用 导数 的 矩阵 表示 , 证 明 2-]1 节 直 的 性 质 了 和 性 需 8。 


82.3 道上 映射 定理 


4 可 道 性 ”问题 是 数学 中 一 类 非常 重要 的 间 题 ， 例 如 一 个 和 矩阵 
是 否 存 在 逆 阵 ;一 个 变换 是 哲 存 在 道 变换 5 一 个 映射 (或 算 子 ) 是 首 
存在 道 喘 射 〈 或 道 算 子 ) 等 等 ， 在 数学 的 理论 和 应 用 上 都 具有 非 
常 重 要 的 价值 。 本 节 的 中 心 是 研究 欧 几 里 得 空间 上 可 逢 映射 在 什 
必 条 件 下 存在 可 微 的 北 映 射 ， 并 利用 它 米 研究 光村 数 的 存在 性 问 


匡 . 


逆 映 射 定理 

我 们 将 采取 和 一 元 实 俩 函数 对 比 的 方式 来 报 述 本 节 的 中 心 定 
理 ， 这 样 做 的 上 且 的 不 希 户 能 够 让 读者 看 到 如 何 对 照 一 元 实 值 函 数 
的 结果 来 猜测 多 元 向 量 值 函 数 的 相应 的 结果 ， 然后 再 去 论证 它 是 


= + 


百 正 确 : 


中 心 定理 ( 族 映 帮 定 理 ) 

一 元 实 值 画 数 多 元 向 量 值 项 数 

设 f:(0, 由 一 BR， | ” 设 了 :D>R", DD 是 Br 内 的 
了 在 ts, 中 连续 可 柚 ， | ”并 和 集 , /在 性 连续 可 微 ， 


双 设 gE (0; 四， raj30,i 又 设 aED, detDf{a) 夺 0, 
央 大 在 合 < 的 开 区 间 吕 和 会 | 滑 存 在 含 和 的 开 集 乙 和 食 


5 = f(a) 的 开 区 间 了 ,使 5= fta) 的 开 集 ,使 
(i Ff: 是 双 射 ， | GD 了 :UxV 是 双 射 ; 

(ii 了-! 在 庆 连续 可 微 , 且 | ”dii) 了 -! 在 连续 可 微 , 县 
fF- = CF (0)) -1. :Df-i(y) = (DF (wm))-!, 

这 里 y= (x), zxEU, | 这 里 y= 了 {w), ZEU, 


这 个 定理 说 明了 ,在 定理 的 条 件 下 , 逆 映 射 7! 在 一 个 局 部 的 
范围 内 是 存在 的 , 上 且 是 连续 可 微 的 , 并 且 逆 映射 的 导数 是 原来 映射 
的 导数 的 道 。 

在 证 盟 中 心 定理 之 前 ， 我 们 先 证 明 以 下 儿 个 定理 。 这儿 个 定 
理 并 不 是 专门 为 本 节 的 中 心 定理 而 设置 的 ， 它 们 各 自 有 甚 由 自 的 
价值 , 在 其 他 场合 下 也 能 起 作用 。 

定理 1 设 喘 射 f:D~R"，DCEer 是 开 集 。 又 设 了 在 总 连 
续 可 微 , 则 对 任何 ?，YE 卫 ， 

TD- fr) = Df (8 一 二 十 (82)， 

在 任何 紧 祭 到 己 另 上 一 致 成 立 

lim _C 2)| -0 

(yr |¥—ei ” 

注 ， 如 果 f 仪 仅 在 力 可 微 , 则 对 每 个 加 定 的 <ED, 总 有 
FD -fF = DF Ye) tr(y, 2) (vyED,), 

lim _Jr 区 | -0 

I | 一 | ” 
上 面 的 极限 用 -6 的 语言 表达 出 来 ， 就 是 对 任意 纺 定 的 8>0, 存 
在 5>0, 这 个 5 依赖 于 和 2, 当 YED 并 且 fy 一 <9 有 时 ,有 


* 二 3 


jr #1 <e。 


ly-2l 
定理 工 说 明了 :如果 在 映射 才 上 再 加 条 件 ， 了 在 五 连续 可 微 , 则 在 
任何 紧 舍 下 呈 上 上 ,上述 极限 是 一 施 成 立 的 ; 即 5 仅 与 #8 有关， 而 
与 4 下 元 关 . 
证 明 设 了 = Ci fw) = iy Y= 1 
Ws 则 


日 Fi af ,ofi,,、 
i Be (2) EB (ef Wi 
DFE) (YY 一 起 一 
Bf Ef /ry ,, Ofn vy _ 
Be (Cr) 高 > 《人 Be, (2) Bn 一 守 
Ht Wt) tt Ro) (ys ~) ， 
2 《TI 一 和 下 … ,fe toe 本 


再 设 Cv， 32) = me 已， | 站 of 人 rT)), 其 中 
0 Df fi (Ur . 


十 Sa (x) 《an — en) ). 


利用 微分 学 的 中 值 定理 , 
Ti) — Po = Re: CE) (Wa) tt 8) (Ys), 
& 在 w 和 妇 的 连 线 上 于 思 是 开 习 ， 因此 当 充分 接近 时 ， 5 , 


和 和 的 连 线 必 在 如 内 ), 将 上 式 代入 7; 中 ,得 
Ty, w= (2 (E21) 一 DJ 人 -en 十 
(ED — (2) Je)， 
于 是 
ri< 访 < 训 60- ys 


i =] I-1 


二 5 » 


一 


天 注意 到 1 轴 - 名 << 凡 -| (= 9. …。 风 ， 放样 便 得 芭 


由 假设 /在 连续 可 微 ， 即 每 一 个 Gt (=1, 2 mm, 
二 在 连 张 ,所 以 3 订 紧 入 居 上 是 一 下 连续 的 ,因此 


对 任意 给 定 的 <>0。 存在 与 。 有 关 而 与 x"E 玉 无关 的 9>0， 当 
zyYEK, 并 且 |y~21<6 时 ,有 


at (和 一 人 te 人) 


risenie|y — wi, 证 上 毕 

定理 2 设 胰 射 :DD->R",， DCR" 是 开 集 ， 叉 设 了 在 如 壕 线 
可 微 ，a EDD， 则 对 任意 给 定 的 E>0， 存 在 开 球 O(a, 9， 使 得 当 
wE OC 0) 时 ; 对 一 茹 YER", 有 

| 了 Je) (0 ~ DF la) (| < elyl, 

定理 2 表明 在 连续 可 微 的 条 件 下 ， 在 点 4 的 近 傍 线 人 变换 
DDf(w) 可 以 用 线性 变 独 上 fC8) 近 位 代 禁 。、 

证 明 设 g< (WW; …， 3)， 因 六 


2 (2) a7 (w) 2 (2 Yi 
DF (gwY (1 = i i : 
Df, Of a Ofn : 
En (Cr) Bey (w) 二 Cp 
oF 已 已 | 
ao ao oo 
DF DE 本 : ， 
Bfn (ay Of (a) fw ml)ly 
所 以 人 


Df lm) Cg) — DF A) CW) 
(器 )- 和 0)or 人 各 的- 2 (Ds 


(3 - jos ip- sa) 


让 je WW) -DFO WI ES | 0 -Hoy 
利用 全。 (6= 了 2 …， m3 5=1, 2，…， 内 在 点 4 的 巡 续 
了 


性 ,; 凤 对 任意 给 定 的 >0, 存在 6>0, 当 |#-4| < 时 ， 
下 -2 (的 | ejmn EE=1, 2, , j= 1 2, 0) 


于 是 
[Df - Df (WD <elyl, 证 毕 
在 定理 2 的 结论 中 , 开 球 0(c, 的 可 以 疏 为 闭 球 Olws 人 埠 ， 即 
当 2ED(a, 人 D 时 ,对 一 切 WE Br, 有 
| 五 fo 的 - Df(o) D1<elyl, 
这 是 因为 只 要 取 1<6 就 可 以 了 ， 
定理 3 在 中 心 定理 的 条 件 下 ， 存 在 闭 球 Ofe, 人 和 常数 
0O>0, D>0, 使 
Cly-zsl<|f oD -fIDy-%|, eyeO(a, WD, 
证 明 的 思想 方法 起 比较 简单 的 ， 上 映射 站 的 可 被 性 保证 了 在 点 
“的 局 部 范围 内 有 
FD -fF DF) y+), 
地 的 连续 可 微 性 又 保证 了 当 点 > 充分 接近 点 4 时 ,DfF(w) 可 以 用 
了 ja) 近似 代替 ,而 detPDFo)s 拓 0 意味 落 存 在 常数 0'>0 和 
帮 >0, 使 得 
Oly-z|l<IDIO) (yy -oeD |y -zl. 
把 这 些 事 实 综合 起 米 就 得 到 定理 3. 
证 明定 理 3 
了 (一 了 人] = DF (一 四 Fr w) 
= DF (ty — 2) + Ds) (gy — ww) 
— D(a (8 一 人 +r(y, 区) ， 


lim | =0, 
Wsl0 | 一 上 


其 中 


记忆 . . 
1D -FE DI -0 + 信用 
— DFC CY- E+ |r ey, 2)|, 
注意 下 列 事实 ， 
全 在 定理 2 中 , 令 z=1, 则 存在 闭 球 O{6, 人 h), 当 weD (a, 
37D) 持 , 有 
(DFE) (一 2) 一 下 7 一 的 | <-2|。 

《ii 出 定 丙 1， 上 夯 的 极限 在 如 内 任何 紧 集 上 是 一 臻 的 ， 可 

以 认为 1 是 适当 的 小 , 使 得 


(iii) 线性 变换 DFCq) 是 有 有 和 界 的 。 即 存在 常数 2 >0, 使 得 
、 [DF (0) leo sl, vw ER. 
这 样 便 得 到 
[FD FO) sd ysl+ ly -oi+ TY 一 | 
= (dr + 区 -2 wyEOC, th). 
另 一 方面 , 又 有 
(FD -F121DF ta) gy- | ~ 1DF() yw) 
-Dfla yl- |r(y, o)|, 
注意 下 列 事实 ， 
0) 在 detDf(w) 下 0 的 条 件 下 ,存在 常数 >0， 使 
(Df le) 人 20 1s|, x€ Rr, 
(ii》 存 在 闭 球 (a, bp)， 当 zs; yeE D(a, mg) 时 ,有 


| 了 fo (Wy —s) — DF(a) (y -2) | < Sly-ol, 
|r Cg, 四 | < | 一 化 | 。 
这 样 便 得 到 
1 FD — Fle) | > 后 lox-e|， zs YEOCa, 1 ， 


仿 习 =Imin(ygy 和 %)，0O(a, 份 即 为 所 求 的 闭 球 ， 证 毕 ， 
” 村 . 


推论 在 中 心 定理 的 条 件 下 ， 存在 闭 球 5(e， 们 ， 使 得 了 是 
O(a, 妨 上 的 单 射 。 
证 明 由 定理 8， 存在 闭 球 O(a, 如 和 常数 C>0， 对 任何 
YEdCfe, 他 ,有 
f(D- Fe) Oy -el 
麻风 深 玫 二 时 必 有 了 (0) 寺 了 (0), 证 举 ， . 
定理 4 设 卫 尺 R* 中 的 一 个 闭 集 ,ysF 五 , 则 存在 开 球 O(go， 
和， 对 吕 fo 6) 内 的 每 一 点 种 玉 内 的 每 ~" 点 VW， 有 下 式 成 立 
《人 当 多 ) 
lg- < |y— yr}, 
证 明 FE 了 即 EF 《Cr 帮 玉 的 
人 。 补 集 一 可， 也 是 闭 集 ， 所 以 Fe 是 开 
“人 集 ， 于 是 存在 开 球 O(n, 垃 Jr*， 再 令 
6=1/38,Q(gos 人 即 为 所 求 。 证 毕 ， 
图 2-2 现在 主 明 中 心 举 理 ， 
由 定型 3， 存 兹 闵 球 OC6,D， 当 wyEOC6, 从 时 ,有 
cy 一 如 | 二 | - fF |Alls— yl), 
其 中 6>0,4>0 是 常数 ,同时 可 见 了 是 Ge, 信 内 的 音 射 。 
对 每 个 zE DD,detDf(e) 是 mxm 和 矩阵 DPF (wm) 的 行列 式 ， 它 的 


虹 并 式 基 出 oe! (% =1 ,2， ng = 工 2 9 经 过 有 限 次 的 代数 


运算 (和 , 差 , 积 ) 组 或 的 ， 因 此 detDy 是 了 D 内 的 连续 函数 ， 已 知 
detD 了 (Ca) 地 0, 所 以 存在 以 点 4 为 中 心 的 一 个 闭 球 , 不 妨 设 它 就 是 
Ce,9)， 使 得 
det DFir) E00, 如 后 OO(w， HD, 
入 如 (oD 的 边界 是 怕 ， 它 是 Br 中 的 一 个 球面 , 是 --- 个 紧 集 ， 
所 以 忆 的 象 (5S) 也 是 一 个 紧 集 (1.3 定理 3). 
很 明显 4# 5, 而 了 是 O(ay 埠 上 的 音 向 ;所 以 5= 了 (a) 了 (59) 
(图 四 3), 由 定理 4, 存在 以 点 五 为 中 心 的 开 球 严 , 使 
[Iy— ft | < |y— fr) |, yEV, EN, 


» 54 


id 


让 2-3 


(i) 先 证 明 存 在 含 点 a 的 开 集 ,使 了 :D>FF，/ 是 双 射 ,这 
就 是 说 了 不仅 是 单 射 ， 并 且 对 每 一 个 ye 六 ， 存 在 一 个 seED， 使 
y= f(r), 
出 前面 的 论述 , 了 显然 是 一 个 单 射 ， 再 设 = C849, -…; 雄 ) 是 
六 内 任 凌 给 定 的 一 点 , 作 觅 射 9:0(a, 办 一 情 ， 它 的 定义 是 
98) = lm fC0) 12= BD fle))?, 


每 一 个 在 Dfa, 丰 连 续 , 所 以 了 在 厅 (c, 们 过 续 , 而 (ac, 们 
是 紧 集 ， 因此 5 在 OCe, 从 上 的 最 小 值 存在 ， 设 这 个 最 小 值 是 w， 
并 且 flo) =a, ze Ofa; ND, 

点 mm 会 不 会 在 边界 访 上 呢 ? 对 边界 访 上 的 答 一 点 ,有 | 幼 一 
fC) 1 之 9- f(z) 1， 这 表明 mm 不 在 8 上 ， 即 wo 在 开 球 O(a; 及 
内 。 再 由 航 值 的 必要 条 件 Dg (wo) = 0, 这 就 是 


Sm) Si (v0) =0 (f=1, 2, 3 0), 
i:-1 Ty 


但 在 OC4。 们 内 det1D 了 Cw) 寺 0， 所 以 上 而 的 齐 次 方 释 组 只 硝 全 为 
0 的 和 解 : 
-fr =0 GG=1, 2, n), 
这 就 是 境 , 存 人 在 加 ECOfey 人 ,使 加 = feo)。 记 
U= {weOta, DIy= Fr) yEV}= F710), 
册子 的 连续 性 可 知道 ， 己 是 一 个 开 集 ， 并 且 忌 显然 售 有 由， 同时 
了 :UV 是 双 射 ,十 续 了 1:7 =U 存在 。 


» HE， 


{十 ) 再 证 明 三 上 在 信 连 续 : 
对 8l，gaE 避 g， 设 及 = fen、 久 = 了 eu， 或 者 写 为 oz 
71fD，2a= tfgz)， 几 定理 3， 
Om wl | Fm) -了 ca， 
也 可 以 改写 为 
OFT fi | | ~ yal, 
由 紫 邮 得 7 在 内 是 连续 移 ， 
《ii 最 后 证 明 f"! 在 站 连续 可 徽 , 并 且 
了 六 1 = (DF (ey), 
其 中 gy= Jo) 和 ED。 设 mi 是 避 内 的 任意 一 点 ， 匆 = 了 (two); 由 于 
在 wo 可 微 , 得 
Fm) ~ f 80) = DF (we) (vo — 0) FF, we)s 
Hm rw eo) | > 
wt rv) 
在 dat 如 Fo 去 0 的 条 件 下 , 线性 变换 万 Feo 的 道 变 摸 (DF(w0))"! 
存在 ,将 (DF(wo))"! 作用 于 工 而 的 等 式 , 得 
(DFI -Ca ) = wwot CDF OL) Yr (ws 0)), 
义 可 以 写 为 
(DF EON TY — yo) = FT) — fly) + (CDF (0)) Lrc Ko) ), 
这 就 是 
FD 一 了 0) = CDF RO) ) OY Y0) 
一 《DFT (ys 0)). 
如 果 能 网 证 明 
lim LDF C0) ) Ca vo) | 
ls 1 17 一 名 | 
那么 就 证 明了 了 ~! 在 如 可 微 , 诗 且 其 导数 是 (DCm0))"!。 现 在 证 
明 这 件 事 ， 
因为 (Dftw0D) -是 线性 训 换 ,六 已 存 在 常数 帮 >>0, 使 
DFOvoD re 0)) | EL)T (Cm, 0) | 
阿 题 化 为 只 要 证 明 
,中 。 


Jin lt)! -0 
| yy 一 yo| ” 


这 是 不 难 证 明 的 。 利 用 


gol = |r (Cg, 0) | [wg— zol 
| [全 一 加 | | 多 一 细 ] 


注意 到 
| -2 一 0 当 且 权 当 | 一 胞 | 一 0， 
jz 一 | =0 当 且 仅 当 jy 一 |=0， 

lim rs to) | = 

emo 了 一 
Ols—ml< |y -yl 
便 证 明了 上 而 的 结论 。 
为 什么 说 产 ! 在 伙 连 续 可 微 呢 ? 已 经 证 明了 Df-!'(9) = 
(D(z)) -5 而 矩阵 也 Fec) 中 的 元 素 是 -2 2 :Ko ,它们 都 在 口内 连 


续 , 再 加 上 GetD 了 (wm) 0, 因此 其 逆 阵 中 的 您 个 元 素 也 都 在 内 连 
续 , 即 了! 在 了 连续 可 微 ， 证 毕 ， 

还 区 说 时 两 件 事 ， 

(i) detDf (a) 0 并 非 必要 条 件 . 例 如 一 元 实 值 函 数 了 ,了 (2) 
=2 在 z=0 处 产 (0)=0* 但 反 冰 数 了-! 仍旧 是 存在 的 。 

Ci) 如果 detDf (a) =0, 又 如果 了 -1 在 点 5= 了 (a) 的 基 小 部 
域内 存在 , 那么 可 以 断 诸 了-! 在 点 了 必 不 可 微 ， 这 是 因为 

f-lof (2)=x, weED, 

其 中 可 是 含 点 a 的 某 个 邻 域 ,假设 f-! 在 点 5 可 微 , 则 


1 0 
pir | 1 ) 


0 I 


于 是 
detDF-1(D) detDf (a) = 1, 
这 和 detDF(e) =0 相 予 盾 。 


由 函数 定理 


设 了 是 定 尺 在 如 x Bm 内 的 一 个 映射 ， 在 如 "内 取 慎 。 条 在 
什么 条 件 下 可 以 从 方程 
Fr) =0 CwE RYE RR") 
中 确定 yg 是 s 的 函数 y=g(%)。 用 举 标 写 出 米 束 是 ， 设 有 销 数 方 
程 组 
et 0 ns Yl 9 Yn) = Os 
Fel os ns 1 Yr) = Os 
TD 
癌 在 什么 条 件 下 : 可 以 由 方程 组 确定 
1 = F113 yd， 
Yo = a (BLs sn)s 
Ym = Gm (1s En)» 
这 就 是 隐 阔 数 的 存在 性 问题 。 下 面 将 利用 逆 映 射 定理 来 研究 它 ， 
叙述 方式 仍旧 及 用 网 数 学 分 析 中 两 个 变量 的 隐 函 数 定理 对 比 的 广 
法 来 进行 ， 


两 个 变量 的 情形 i 一般 请 形 

定理 5( 隐 函数 定理 ) 定理 5《 降 范 数 定理 ) 

设 :RX BH 设 :Rx RR 
(wr fr, Ys (您 -> 外 二 Fw, Ws 

ER yeE BR" 

如 果子 满足 ， 如 果 于 满足 ， 

(i 在 合 点 (ws 5 的 某 个 (i) 在 含 点 (4,8) 的 某 个 开 

开 集 内 连续 可 微 ， 集 内 连续 可 微 。 

(ii) 了 (et = (i) f(a,8)=0, 

(ii 六 (Co 号 se0, | ii gesfy(e, 5) 0. 


* 内 ， 


| 这 里 


To 5) 
Bf1 ca, Dy Ce by 


Ce, 6) 

员 存 在 合 点 & 的 开 区 间 44 网 在 在 含 点 & 的 开 集 万 和 会 
和 会 点 8 的 并 区 间 BB， 对 点 五 的 开 浊 避 对 每 一 个 
每 一 个 zE 4 存在 唯一 的 姑 E 44， 存 在 唯 一 的 %=8(z) 


ay BA 
(0 5) Bs. 


和 = 9tw) EB, 满 凡 EB 满足 
(to 的) =0, fw gr)) =0, 
并 且 y 在 和 4 连续 可 微 . | 并 卫 g 在 妇 4 连续 可 微 . 


下 面 给 出 两 个 变量 情形 的 证 明 过 程 ， 对 一 般 博 形 的 证 明 可 以 
和 它 作 对 出 , 其 证 明 留 给 读者 , 作为 习题 。 
证 明 作 PRxXR-+>RxR, 
(wT (wy 
T= &= fw, 
则 8 连续 可 微 ; 并且 


1 0 
Deola,b) -( flaby (ay 区 ) 


detDoq (au, Db) = fy(a, 6) 0, 
出 道上 映射 定理 ,在 合 (s,8) 的 某 个 开 亿 内 ,存在 连续 可 微 的 逆 上 映射 
gr 人 好, 其 中 
w=w, 人 一 下 (2 。 
令 2=D 记 2Y=Rtc0)=go， 有 :9 在 含 点 & 的 某 个 开 区 间 欠 连 
续 可 微 , 并 且 0= 了 了 (x,9(2)) ,这 个 4 就 是 所 要 求 的 。 证 毕 , 
给 定 方 程 组 
| fits ns Yi Ym) = 0, 


fm Firs ns YLs Ymn) = 0。 
=» 


设 它 满 足 隆 函数 定理 的 条 件 ， 如何 求 ye 关于 wy 的 偏 导数 呢 ? 或 
者 说 , 如 何 求 定理 中 的 9 前 导数 Dg 呢 ? 将 每 一 个 方程 出 端 对 or 求 
导 , 得 

Bf ia Oy Of dyn 0 

Ea 0 0 Oy ry M 


Bf of By 十 ， 3p Bym = 

Br + Byr Br +3y,, Br »， 

由 Qetf xz, 幼 反 0, 即 上 述 绥 性 方 哥 组 的 行列 式 赣 0， 从 而 可 以 解 出 
egym (= .。 

雏 -， ps Bry (了 = 工 ,2， 本 多) 。 


雅 可 比 行列 式 药 几何 意 尺 


雅 可 比 矩 隆 和 雅 可 比 行 列 式 在 映射 的 微 务 学 中 扮演 了 非常 重 
要 的 角色 , 这 里 青 从 几何 上 对 雅 可 比 行 列 式 作 解 释 , 使 我 们 对 它 的 
理解 到 和 陡 完 善 。 

设 &1,9z，…,an 是 Br 中 线性 泡 关 的 nn 个 向 量 , 令 

A= {rER"Is= om tt + ons OG 1}, 
称 和 4 是 E" 中 的 一 个 维 闭 平行 加 面体 ， 当 gty 和 2, ,9s 两 两 正 
交 时 , 称 和 4 是 m 维 耳 趣 形 。 

设 681,52,…,64 是 2B? 的 一 组 标准 正 变 基 ,4&4 = Qt81 寺 十 fn8n 

人 = 工 ,22,…, 人 和; 则 有 4 的 容积 (C4) 是 
vA) = [debklear, 62, ya) |, 
其 中 dettai, 02;…,aw) 是 由 向 量 gl,ar, ,on 组 成 的 行列 式 , 即 


| 1 Ha i ln 
Hal B22 on 

det a, ea， “+ Cn) 二 让 
nl a2 nn 


妥 设 了 上 是 从 Ba 到 吾 " 的 一 个 非 壳 线 性 变换 《 即 了 是 钱 性 变 
换 ， 并 县 它 所 对 应 的 矩阵 的 行 询 式 det 7*0)， 刚 在 ?7 的 作用 下 ， 
将 维 闭 矩 形变 换 为 n 维 闭 平行 2 面体 4)， 它 们 的 容积 之 
+ : 


间 有 如 下 关系 式 ， 
oC4)) = ldet ile(A). 

很 明显 ， 如 果 4 是” 维 开 和 矩形,K(4) 就 是 ” 维 开平 行 2 而 体 ， 上 
述 结论 也 成 立 . 

这 一 结论 还 可 以 欣 广 到 R" 内 的 有 有 异 开 集 上 去 ， 设 了 是 
中 的 一 个 有 界 开 集 , 则 

«2(2(D)) = |det Lle(D). 

要 作 这 样 的 拓 广 , 关键 在 于 如 何 定义 开 集 也 的 容积 2(D)， 要 定义 
开 集 的 容积 , 其 依据 是 下 面 的 引 理 ， 

引 理 ( 开 集 的 构造 ) 在 网 几 里 得 空间 内 ， 任 何 有 界 开 集 力 者 
可 以 表示 为 一 列 » 维 闭 算 形 4 42,…,4。，… 的 并 : D= U 4 
并 有 这 些 闭 短 形 的 内 吕 ( 即 除 边界 外 ) 两 两 不 相交 

这 一 事实 是 相当 直观 的 , 以 平面 而 论 , 设 刀 是 平面 上 的 一 个 开 
集 ,用 平行 于 学 标 轴 的 直线 si,g= 了 (i, f=0, 十 1， 汪 2,…) 组 
成 的 网 烙 将 区 个 平面 划分 为 一 关闭 正方 形 ， 这 些 闭 正方 形 分 为 两 
类 ;第 一 类 是 闲 个 正方 形 都 含 在 也 内 ;第 二 类 是 其 它 的 正方 形 。 将 
第 一 类 闭 正方 形 全 部 取出 来 设 它 们 是 4 12，… ,41s,， 然 后 
将 网 格 加 密 ， 用 直线 6=b y= 了 (如 j=0, 土 击 ， 十 6 …) 
划分 整个 平面, 但 除去 已 经 取出 来 的 那些 41，…，41m， 同样 产 
生 两 类 闭 正方 形 ， 再 将 所 有 含 在 也 内 的 闭 正方 形 取出 米 ， 设 它们 
是 42，4z，…，4zm。 如 此 继续 下 去 ， 取 出 来 的 那 一 列 膨 正 方形 
di da… 有 即 为 所 求 ， 

有 了 开 集 的 构造 ,就 可 以 定义 有 界 开 集 刀 的 容积 。 设 

D=U 4 4 是 半 和 矩形 , 其 内 部 外 两 不 相交 。 
定义 忆 的 符 积 2(D) 是 
oD) = DCA), 


当 避 是 有 界 集 时 ,0(D) < co。 


-| 


利 下 一 个 间 题 是 : 刀 的 分 解 显然 不 是 唯 --. 的 , 设 石 有 两 种 分 解 
D= U As,D=U B., 4 Bu 都 是 闭 矩 形 , 并 县 4x 的 内 部 两 两 不 
机 交 , BB 的 内 部 也 两 两 不 相交 , 则 是 否 有 

Boh) = BoBs) 
成 立 ?回答 是 肯定 的 。 请 读者 考虑 ， 为 方便 起 见 ， 可 以 考 呈 平面 的 
情形 ， 同 时 不 难 发 再， 如 果 将 卫 分 解 为 一 列 内 部 两 两 不 相交 的 闭 
平行 多 面体 4 的 并 , 则 也 有 


2(D) = Bod, 


到 此 , 我 们 所 要 求 的 铺 论 
v(I{D)) = [deti] vo(D) 

是 很 明显 的 了 。 

对 线性 变换 的 研究 可 咎 发 我 们 讨论 非 钱 性 的 变 痪 ， 对 任意 -一 
个 可 微 的 陕 射 7 一般 说 洲 ， 它 未 必 证 线性 的 ， 但 在 点 工 的 充分 小 
的 邻 趟 内 ， 可 以 把 它 近 似 的 看 作 钱 性 映射 Df lz) 和 一 个 常量 映 
射 之 和 ， 这 使 我 们 可 猜测 到 在 可 徽 映射 了 的 作用 下 ,am 维 昨 形 4 和 
它 的 象 7(4) 的 穿 积 之 间 岂 不 是 也 可 能 有 

vwEF CAY) a |det DF rw) of 本 79 

确实 有 这 一 结论 ， 

定理 6 ( 雅 可 比 行列 式 的 交 何 解释 ) 设 了 是 局 内 的 一 个 开 
集 , :DBRr 满足 ; (i) 在 马 连 续 可 微 ; (1{) 了 是 单 射 ， Gii) 雅 
可 比 行列 式 det Df(2) 半 0Cz ED})， 又 设 六 是 也 内 的 % 继 开 窜 形 ， 
它 以 咸 多 = (ob yd 全 太 为 下心， 


s={., Wn ) ea| | Ys — 4 | < ,= 1 2 on 
《 凤 久 的 每 一 个 边 交 边 长 是 办; 则 
lim -2 = ldetDf (x) |. 


并 且 这 一 极限 在 情 内 任 合 一 个 紧 集 上 是 一 致 的 ， 岂 就 是 说 ， 如 


= 


果 用 2-6 的 方式 来 给 出 上 述 极限 的 定义 时 ， 9 仅 与 8 有关， 而 与 
儿 于 下 无 闫 ， 
证 明 ” 先 证 明 下 面 的 铺 论 : .在 定理 的 条 件 人 > 下， 由 则 存在 常数 
革 >0, 对 一 切 YE ;有 
[Df ND IEN|Iy|l, veek. 
即 常 数 并 与 “无关, 对 紧 集 区 中 的 一 团 # 有 公共 的 对 。 
谈 了 = (Fa 0 Y= 《981 2 那么 


2 (wy) a 2 
DF Cw) CD) 二 | 
i 


fy ~ oh 四 


(Cte tt a) 


a Wr 2 (zy 
所 以 - 
EA 


Dre) (1 < | 
再 由 5 在 紧 集 玉 的 连续 性 得 知 ,存在 常数 。>0, 使 


Of,. 
| 论 (2) 


6 (一 工人 ntE ERK), 


于 是 
[Df (Ce) Co) [ne {yi Fe + I!) 
Smelly| (EEC K), 

继续 证 明 下 去 ;在 定理 的 条 件 下 ,由 北 映 射 定理 知 道 , 在 生 一 
个 2zED 的 局 部 范围 内 ，f-! 是 连续 可 微 的 并且 了 ff-1(9) = 
(DF (2)》 其 中 = 了 (zg)。 为 了 记号 的 简单 起 见 , 记 DDf(w) = 有 4， 
网 Df = 下 1 
在 了 的 作用 下 ,将 8 映 埋 为 了 (8) ,因为 户 ! 是 连续 的 ,8 是 开 
， 


集 ， 所 以 F(8) 也 是 一 个 开 集 。 设 了 (8S) 在 司 ! 的 作用 下 映射 为 
右 :Cf(5))， 它 仍旧 是 一 个 开 江 ,于 是 
vA))) = Jdet BE lv (NS)) 


= Ta "(78)), 
问题 化 为 只 要 证 明 


并 且 这 一 极限 在 we ER 致 的 。 
先 证 明 对 任意 给 定 的 (0<e< 了 di， 存在 证 当 小 的 天 > 0 和 两 
个 nm 维和 矩形 41 和 4 44i 的 每 个 边 的 边 长 都 是 (1 ~ 6); 4 的 每 
个 边 的 边 长 都 是 (1 + 8), 使 得 
AICB!CF OO) Sd, 
证 明 如 下 ;因为 了 在 卫 连 续 可 微 ,所 以 
Fw ) — Fn) = DA) (or — a) + (rs) 


lim -C's %) 


mers =0 (在 紧 集 下 CD 是 一 致 的 ). 
将 五 ! 作用 在 等 式 (27) 一 了 (8) = 了 DG -om +rfa ww)} 的 两 
端 , _ 得 
FED BIC =8 s+ (rT (yg, 2)), 

五 是 紧 集 ,从 而 了 (让 ) 也 是 紧 集 (1.3 定理 3)， 当 wwEK 时 , y= 
(ww) E 了 (下 ), 由 刚才 证 明 的 结论 , 可 以 断言 存在 常数 开 >0, 对 一 
要 zEK( 即 y= (x) EFCK)), 有 

J 0)) = DF Cn Cr C8, 2)) | MIT (ew, w) | 
于 是 


CACAO CA / 
9 


这 一 极限 关于 mE 下 是 一 致 的 ， 世 就 是 存在 与 和 无 美的 玉 >0， 当 
le 一 “| << 加 时， 
(CFE) FD) |<elv' el, 
即 
。 | .LL. 


人 -时 人 (Fe -FED EL+e) le wl. 
这 样 粳 证 明了 
4 SH)) SA, 
其 中 41 和 4 就 是 前 面 所 说 的 两 个 维 业 形 。 
再 注意 到 


VA) ef-HF(S) YY vA) 
5 < DS < 


以 及 v08) = 各 of) = 红 一 2 v(t) = 《+e) Hr， 所 以 当 
h—=0 时 ， 


oS))) 1 
PI " 


并 且 这 一 极限 关于 smsEEK 是 一 致 的 ， 证 毕 。 
习 是 


开设 az8+a+eD+VuE=0， os+ 有 +TR+=4 说 明 在 (x 1 dv} = 
(WZ ,0, v ,0 的 某 个 邻 域内 可 以 由 方程 组 确定 二 二 是 z. 上 的 可 微 盖 


数 , 并 求证 ， 呈 ， 让 ,下 。 

2- 证 明 一 般 和 情形 下 的 梧 函 数 定理 (定理 加。 

3. 设 卫 是 Rr 中 的 一 个 开 集 , 了 :DD-> Rw, 了 在 也 连 污 可 微 , 又 设 加 之 人 
5ED， 并 且 了 (a) =0, 蝶 阵 DF (0) 的 特 是 W， 在 这 些 条 件 下 ,可 以 得 出 怎样 
的 结论 ?为 什么 ? 

4， 设 大; 是 " 人 下" 并 县 连续 可 役 ，44 是 R* 中 的 一 个 开 集 ， 对 每 一 个 
二 人 训导 站 人)o0 又 设 2 将 F(d， 作 

$e) = |y— ft), 
证 是 1 位 ) we, Ed。 
5. 设 fiR"-> Rr 并且 连续 可 微 , 对 R* 中 任何 z 扎 有 
If - fr) lelr -yl 
£ 六 是 一 个 与 x,9 无 关 的 常数 。 试 证 明 

(1) 了 是 皇 " 上 的 单 射 ; 

(ii) det DF(T)F0, xE Rs 

(Hi) f (RY) = Rn 


> 


人 


第 3 章 欧 几 里 得 空间 上 的 积分 


这 一 章 的 大 多 装 内 容 都 是 读者 在 数学 分 析 中 已 经 熟知 的 ， 但 
在 数学 分 析 中 却 没 有 涉及 到 一 个 核心 问题 ， 那 就 是 黎 曼 (Rie- 
mann) 可 积 函 数 的 特征 是 什么 .我 们 常常 说 歼 曼 可 积 的 栈 数 是 “不 
连续 点 不 太 多 ”的 函数 ,但 何谓 < 不 太 多 ” 呢 ? 本 章 将 对 这 一 问题 作 
鳃 明 殉 的 回答 。 同 了 时， 还 将 楼 括 屯 叙述 关内 容 ， 并 略 去 其 中 读 
者 己 经 痪 悉 的 那些 证 明 。 须 机 详细 了 解 这 些 内容 的 读者 可 以 参阅 
任 休 一 本 数学 分 析 的 教科 书 , 例如 复旦 大学 编 的 4 数学 分 析 *《 欧 有 阳 
光 中 , 朱 学 炎 , 泰 曾 复 编 , 上 海 科学 技术 出 版 社 1982 年 出 版 )， 


$3.1 可 积 函 数 的 特征 
可 积 
在 维 欧 几 里 得 空间 BR* 上 ， 我 位 先 引 进 ” 维 闭 系 形 上 的 积 
分 , 然后 再 引进 一 般 的 有 界 闭 集 上 的 积分 , 但 后 着 须要 对 有 界 闭 集 
加 以 限制 . 
在 也 内 , 称 
A= [a Bi] x x Tans bs] 
= {FIs En) ER a Em, = 1, 2-.…, ny 
是 一 个 % 维 闭 短 形 (这 一 :定义 和 2.3 中 的 定义 基 相 疗 的 ),， 当 高 一 
2 相符 时 , 称 妇 是 m 维 闭 正 方形 ， 其 容积 2C4) 
和 直径 pC4》 分 别 基 
TA} = bt) (bo — 42a) (bs ~ Hn), 
POA) = (一 ae 二。 
设 2 = 《本 ,于 …， 动 } 是 区 间 [eo 8 的 一 个 划分 ， 即 四 = 首 < 
于 过 i 本 则 加 三 {Pi "3 Pn} 就 是 4 的 一 个 划分 ， 它 将 各 
+ 的 > 四 ， 


划分 为 mr xwzx，…xXto 个 子 矩形 Au…i， 记 1= (5 …i)， 这样 
就 可 以 把 At 简单 的 记 为 44， 其 容积 是 2(A1)。 再 设 了 是 定 
义 在 万 上 的 有 界 实 值 责 数 , 令 
:=sup{f (2) [sea}, 
m= inf (f(r) reAs}, 
作 了 在 和 上 对 应 于 划分 卫 的 上 和 与 下 和 
UCF,p) = MotA,), 
L{f, Pp) = (A) 
它们 具有 以 下 性 质 ， 
(i) 对 任何 划分 , (Ff ,Py<U(f, 了 P)， 
(ii) 设 划 分 总 是 划分 卫 的 加 细 , 则 
UOF PUCGF, PY), LOf PELCO, PD). 
《ii 对 任意 两 个 划分 卫 和 @, 都 有 
L{f, PESU(, 0). 
(iy) 对 给 定 的 有 界 函 数 ， 数 集 {D(f, 也 和 {上 (了 ,，P)} 都 基 
有 界 数 集 ， 
因此 ， 


人 7 = imgtrdp 忆 1 一 切 划 分 如， 


[f= sap(ZCP, P)1 一 切 划 分 P}， 


对 任何 给 定 的 有 界 函 数 了 总 是 存在 的 ， 分 别称 它们 是 在 4 上 髓 
上 积分 和 下 积分 。 但 两 者 可 能 不 相等 。 如 果 了 两 者 相等 , 就 称 了 在 4 


吓 妆 更 可 积 的， 简称 它 是 可 可。 并 将 | 了 或 | 了 记 为 17， 称 这 


个 数 是 了 在 4 上 的 积分 ， 有 时 写 为 | … | 了 (w1s…, wo) didz,。 
定理 1 设 f 是 定义 在 % 维 闭 从 形 4 上 的 一 个 有 界 油 数 ， 则 
了 在 和 4 可 积 的 充分 和 必要 条 件 是 : 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 4 的 
一 个 划分 也, 使得 
BT 


UCF, P) ~ ~ L(tf,P)<e. 
利用 这 一 条 件 立 即 可 以 证 明 闭 逢 形 上 的 连续 函数 一 定 是 可 各 


的 。 

根据 * 积 分 是 黎 曼 和 的 家 有限 ”这 一 事实 ， 设 五 = {pi 人 2，… Pny 
荐 万 的 一 个 划分 ,将 万 划分 为 一 到 手 和 给 形 44 =1,2,…, mm))。 记 
i 卫 4 是 所 有 子 抢 形 的 最 大 直径 , 即 ] P=mazx {p(4) |i= 工 2, 
>%), 称 | 证 1 是 划分 卫 的 范 数 , 作 


0=(f;p,6) = BFE) oA4), 
其 中 名 Ed 称 o(f， gp, 6) 是 了 在 4 上 对 应 于 划分 了 和 5= (人 
562: …s&n) 的 歼 昌 和 , 它 不 仅 与 划分 卫 有 关 , 而 县 还 与 有关 。 如 果 
lim af Pp,£) = Lim BFC8)0(4) 


Te" 
存在 ， 并 且 这 一 般 限 与 划分 己 以 及 总 在 44 内 的 选取 无 关 ， 圾 称 
下 在 4 的 曙 可 积 ,并 称 这 一 模 限 是 了 在 4 的 积分 , 记 为 | 了。 这 个 


定义 和 我 们 前 面 所 说 的 定义 是 型 一 臻 呢 ? 
定理 2 下 列 五 个 命题 是 彼此 等 价 的 ， 
G 7-7. 
Qi) 对 任意 给 定 的 。>0, 存 在 4 的 一 个 划分 
DCP) -LP) <e. 
(ti 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 6>0, 对 一 切 1 P<6 的 划 
分 了 ,有 


UC PP) -LF, P<e, 


或 者 写 为 
,tim CE) -LF PY) =0., 
(Civ) mn Uf, PP) lim Lf PY, 
DD)- Himef,b, 号 =lim SF (Ew) 


te t=1 


存在 ,并 且 这 一 极限 与 划分 和 无 关 。 

这 外 , (iv) 和 (VD 中 的 极限 值 是 相同 的 ， 并 且 都 等 包 (了 D 中 的 
积分 ， 
这 些 等 价 命题 从 表面 的 形式 来 看 , (ii 最 弱 , 而 (iv) 或 (中 最 强 
(事实 上 它 匀 是 一 样 的 强 弱 )， 因此 当 我 们 不 知道 上 是否 可 积 侧 须 
要 判断 它 的 可 积 性 时 , 利用 (i 要 方便 些 , 亿 当 我 们 已 知 了 是 可 积 
的 ， 须 要 进一步 研究 它 时 ，(iv) 或 (v) 将 给 我 们 提供 更 多 的 信 
息 ， 

引进 了 积分 的 概念 和 给 出 了 可 积 的 充 要 条 性 之 后 ， 自 然 会 问 
怎样 的 函数 才 可 积 呢 ? 回 答 是 , 闭 矩 形 上 的 连续 函数 必 可 积 , 但 * 连 
续 ? 的 条 件 还 可 以 减弱 ,我 们 将 在 下 面 深入 研究 这 个 问题 


零 容 度 集 


设 S 是 BR" 内 的 一 个 子 集 , 如 果 对 任意 给 定 的 >0;, 存在 有 限 
个 m 维 闭 矩 形 4 dy “ A 满足 (Ci) EE dz ny 4, 名 盖 了 上 5， 
(一 4 人 = 了 2 和 的 容积 之 和 小 于 日。 亦 即 


下 
(i) SC A 


Ci) Bad<e, 
则 称 倒是 一 个 n 维 索 容 度 集 ,或 者 称 的 容 度 是 0。 例 如 直线 上 
有 限 个 点 组 成 的 集 明 然 是 一 个 1 维 零 容 度 集 , 由 点 上 《n=1, 2 


…) 组 忒 的 伪 也 是 1 维 零 容 度 集 , 但 在 区 间 [0, 1] 内 的 所 有 有 理 
数组 成 的 集 不 是 零 容 度 集 。 在 名 中 ， 一 个 王 维 闭 和 矩形 的 边界 是 
台 维 零 容 度 集 ， 这 是 因为 呈 维 闭 上 矩形 的 边界 用 加 个 wn 一 4 维 的 闭 
矩形 组 成 , 而 每 一 个 ww 一 1 维 闭 延 形 总 可 以 用 一 个 容积 充分 小 的 nm 
维 闭 和 矩形 来 包 售 它 ， 

我 们 开道 , 一 个 定义 在 ma 维 闭 矩 形 4 上 的 有 界 函 数 , 如 果 它 的 
所 有 不 连续 点 组 成 的 集 是 一 个 零 容 度 集 , 那么 它 必 在 和 4 可 积 ,然而 
反 过 来 ,一 个 在 和 可 积 的 函数 , 它 在 4 内 的 所 有 不 连续 点 可 能 不 是 

<“ 的， 


一 个 零 容 度 集 , 而 比 零 容 度 集 更 大 一 些 , 例如 在 区 间 [0, ] 上 的 数 
显 函 数 
上 , 当 wv 是 正 有 理 数 人 = < ( 既 约 分 数 )s 
f= 7 


0， 当 矣 是 无 理 数 或 0 。 
蕊 在 吕 人 本 各 ,但 子 在 50, 41 内 的 不 连续 点 是 所 有 非 0 的 有 理 数 
组 成 的 集 , 它 不 是 零 容 度 集 。 央 此 ， “不 连续 点 是 零 容 度 集 的 晴 数 ” 
还 不 是 以 刻 划 歼 上 党 可 积 的 特征 ， 有 没有 关于 黎 肥 可 积 的 完善 的 结 
论 呢 ?有 的 1 这 将 牵涉 到 零 测 度 集 的 概念 ，. 


零 测 度 集 


引进 零 测 度 集 的 人 概念 必须 和 用 * 可 列 " 这 一 数学 术语 设 44 是 
一 个 集 , 六 是 记 有 自然 数组 成 的 集 ; 
上 三 人 全. 
如 果 雪 的 元 素 和 育 的 元 素 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 关系 ， 也 就 是 说 
如 果 存 在 映射 :NN 一 4， 并 且 p 是 双 射 , 则 称 生 是 一 个 可 列 集 又- 
称 冯 中 的 元 素 有 可 列 无 限 多 个 。 直 观 上 看 ， 可 列 集 的 元 素 总 可 以 
按 标 号 二 2，… nm … 排 列 出 来 : 
本 = 【2 
其 中 6 利 自然 数 羔 对 应 。 由 一 一 对 应 的 特点 知道 , 可 询 集 的 元 素 
和 自然 数 " 一 样 多 ”, 是 可 列 无 限 多 ， 
例 1 所 有 整数 组 成 的 集 名 是 可 列 集 ， 
证 明 ”出 
Z= 0, I, -1, 2, —2, .7 nh ns 
建立 如 下 的 一 一 对 应 关系 : 
0 1 -1 人 一 号 = 中 Ms 
上 i | 
1 2 3 4 5 a Dy, Dn + 1 
或 者 说 2 中 的 元 崇 可 以 用 标号 排列 出 来 ， 例 如 元 素 "是 21 咏 


-10 = 


-是 Br+1 号 (n=1, 2 …)， (当然 不 是 按 大 小 顺序 排列 ) 可 见 
如 是 一 个 可 列 集 ,证 毕 . 
这 个 例子 孝明 ， 虽然 如 是 号 的 一 个 真子 集 ， 但 两 者 的 元 慰 却 
“一 样 多 ”, 这 正 是 无 限 集 和 有 限 集 的 根本 菱 别 . 
例 2 设 4. 互 都 是 可 列 集 , 则 A4UB 也 是 可 列 集 。 
证 明 设 
A= al gay os ts 
B= {81, bas 7s Bos on} 
则 可 以 把 4UB 中 的 元 素 排 列 为 
AUB= {ms bly Gas bss 0 tas Ons 1 
(在 4UB 中 要 去 掉 重 复出 现 的 元 素 )， 可 见 4UB 是 可 列 集 ， 证 
毕 . 
牙 论 “有限 个 可 弄 集 的 并 集 是 可 询 集 。 
例 8 所 有 有 再 数组 成 的 集 久 是 可 列 集 《这 是 一 个 信人 的 事 
实 , 它 说 明 有 理 数 和 自然 数 “ 一 样 多 *). 


1 各 3 和 5 ] 
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证 明 ” 设 @' 是 所 有 正 有 埋 数 组 成 的 集 ; 妨 - 是 所 有 负 冯 理 数 
组 成 的 集 。 完 证 明 急 - 是 可 列 信 将 号 * 的 元 素 列 成 乒 面 的 方 阵 
( 见 图 3 第 一 行 是 分 母 为 工 的 所 有 正 有 理 煞 [ 即 所 有 有 自然数 )， 
按 大 小 顺序 排列 ,第 二 行 是 分 母 为 2 的 所 有 正 的 既 约 分 数 , 三 按 大 
小 顺序 排列 , 第 三 行 是 分 母 为 3 的 所 有 正 的 耳 约 分 数 , 按 大 小 壮 岸 
排列 , …, 等 等 ， 如 图 3-1 所 示 。 然 后 按 往 头 所 者 示 的 次 序 将 所 有 
正 育 理 数 排列 为 


所 有 正 有 理 数 无 一 挂 淹 , 所 以 Q@* 基 一 个 可 列 集 。 
同样 , 久 - 也 是 一 个 可 列 集 。 再 由 
Q= QU QU OO} 
和 例 3 得 各 是 可 列 集 。 证 华 。 _ | 
例 4 设 4 4 md， … 都 是 可 列 集 ,那么 [| 4 也 是 可 
列 集 ， 即 可 列 无 限 多 个 本 列 集 的 并 集 仍 旧 是 可 列 集 ， 
证 要 设 
= 1G11s Wl2s Glas ys 
2 = {G21 tos Tz3s "'}, 


A = 《laly S32: G33y 小 


然后 再 按照 例 3 的 方法 将 (J 4。 中 的 元 素 排列 出 来 ,证 毕 。 

是 不 是 任何 无 限 集 一 定 都 是 可 列 的 呢 ? 

例 5 [0, 二 = 仓 E 了 0<a< 二 是 不 可 列 集 ， 

证 明 采用 反 证 法 , 假设 [0, 妇 是 可 列 集 , 虽 

0 T= {ors Sey e's Ws 人 

将 区 加 加, 1 三 = 等 分 ,其 中 必 有 一 个 子 区 间 不 售 wb 记 这 个 子 
区 闻 大 [ar 和 ]， #1 攻 [41，$1]， 将 [81， 3 三 等 分 ， 其 中 必 有 一 个 
竺 区 间 不 会 po 记 它 基 [gz， bz] as 人 [ez，5]。 将 [gs 一] 三 等 分 。 
… 得 一 列 闭 区 闻 [zo 2] 人 =1 2 满足， 
2， 


01) [er 611 DFas, 531 oI Las, BD 
b,— G0 (pco)， 
由 区 间 套 定理 , 存在 &€ [ew 54] (n=1, 2,…), 显然 &E [0, 1 了]， 
Cii) gw [ons 本] (= 二 2, .°°). 

由 人 和 (得 后 于 各 (=1 2 …)， 但 £&€[0,1] 与 [0, 1] = 
{2 这 毕 ， 

现在 引进 零 测度 集 的 炎 念 。 设 刀 CBr， 如 果 对 任意 给 定 的 
2> 0 存在 可 列 无 限 狗 个 m 维 闭 矩 形 di 42，…, dA， …s 使 


ScU4， Boh) <e, 

就 称 S 是 中 的 一 个 零 测度 集 ， 显然 零 容 度 集 一 定 是 零 测度 
集 ,但 反之 不 然 ， 容 易 知道 , 在 稚 测 度 集 的 定义 中 ，8c- LJd。 可 以 
换 为 SCLJC4 的 内 部 ), 也 就 是 说 , 可 以 把 闭 矩 形 换 为 开 短 形 。 

例 6 直线 上 所 有 正 整 教 组 成 的 集 六 是 零 测度 集 ， 

证 明 ”对 任意 给 定 的 e>0， 取 闭 区 间 4,= [mn 一 无. 训 ，n+ 
天 :高 ]@=z 2 …)， 那么 {4w) 覆盖 了 入， 并 且 它 们 的 长 度 之 
条 


号 0(4) = 号 忆 - 记 <e。 证 毕 
很 明显 , 立 不 是 零 容 度 集 。 
例 7 直线 上 的 所 有 有 理 数组 成 的 集 @ 是 直线 ， 上 的 零 测度 
僻 ， 平 画 上 所 有 有 理 点 组 成 的 集 能 = 4(z, 幼 E 开 jz 2 都 是 有 理 
数 } 是 平面 上 的 零 测 度 集 。 更 一 般 的 ， 避 内 的 任何 可 列 集 都 是 
维 零 测度 集 ， 
证 明 如 同 便 6 那样 , 因为 @ 和 Q: 都 是 可 列 集 ， 将 其 元 素 排 列 
出 来 , 再 按照 例 6 的 方法 即 得 员 证 明 。 例如 设 
= 人 7 Fas “ 


对 任意 给 定 的 > 0， ga [， ,| 


"1 


(ne= 了 2,-…), 就 可 以 得 出 @ 是 零 测度 集 。 

例 8 可 列 光 限 多 个 零 容 度 集 的 并 集 是 零 测度 集 . 

证 明 是 明显 的 。 

更 一 般 的 还 可 以 证 明 可 列 无 限 多 个 零 测度 集 的 并 集 是 零 测度 
集 ( 习 题 信 此外, 明显 地 有 , 零 测度 集 的 任何 子 集 都 是 零 测度 集 . 


振幅 


设 媚 是 丁 中 的 一 个 子 集 ,是 定 史 在 召 上 的 有 界 实 倩 函 数 , 记 

mf, BEB) =suplf (2) zeE Ey -inf{f(%) Is € BE}, 

称 (Ff, 妃 ) 是 在 吾 上 的 报 幅 。 容 易 知 道 如 果 色 忆 加 , 那么 
| of ENEa(F, ER). 
现在 ， 我 们 利用 了 在 吾 的 振幅 来 定义 了 在 点 «的 据 幅 。 对 任意 给 
证 的 3>0， 设 
d= [和 TI 一 有 wi +e] XX [we — Es w+ el 
它 是 以 点 名 为 中 心 的 ww 维 阅 算 形 。 令 2 单调 欧 于 0, 定义 
可 [了 x) =lim otFf, ANE), 
于 于 @fF，4.0 吾 ) 关 于 是 音 畔 的 ,所 以 这 一 极限 存在 , 称 它 是 了 
在 点 公 的 振幅 
全 9 设 了 ?8 都 是 一 元 实 值 函数 ， 


1， En 
7 人) -人 水 >>0。 
sin 工 ， TO, 
9 
gt) = 
D, t=0, 


容易 验证 。 - 
of, 0) =1, of(g, 0)=2. - 
由 定义 立即 知道 a(f, 四 演 0。 又 如 果 = 是 闭 矩 形 么 的 内 点 ， 
那么 olf, 4)>0 (Ff, 0). 
定理 3 了 在 点 2 连续 当 有 仅 当 6(f, 4) =0。 
。 24， 


证 明基 明显 的 。 
定理 4 设 了 :rR, 对 任何 给 定 的 c>0, 设 
EE,= (weE HR" 内 (人 Fu) 0}, 

出 五 。 是 闭 集 . 

证 明 设 交 是 媚 , 的 一 个 襄 点 (极限 点 )， 要 证 明 的 是 ，zE 琅 ， 
即 w(t, 习 二 te。 由 于 z 是 驯 , 的 到 点 ， 所 以 存在 一 歼 v,€ ,人 n= 

2 …) -+ 作对 任何 一 个 以 点 为 中 心 的 闭 算 形 下 ， 在 {x} 
中 必 有 一 个 x 是 生 的 内 点 ,所以 
DF, 0 (CF, EA 

由 4 的 任意 性 ,得 (7 2 关 co 证 毕 。 

定理 5 设 了 是 定义 在 m 维 了 闭 矩形 4 上 的 有 界 丽 数 , 并 且 对 得 
一 个 点 gzE4d, (CF, wg) 之 c， 则 存在 4 的 一 个 划分 卫 , 使 

| UF, P-L(f, P)<eviA), 

证 明 对 每 … 个 zsE4d, atfa<os 盟 振幅 的 定义 可 知道 , 存 

在 一 个 以 为 中 心 的 " 维 闭 逢 形 I 满足 
mf, TN A) <e, 

将 闭 和 矩形 J 的 边界 去 指 ， 就 成 为 一 个 含 的 开 答 形 ， 而 等 一 个 
所 和 站 都 有 这 样 一 个 开 录 形 ， 椒 据 海 深 - 波 菜 尔 (Heine-Borsl) 定 
理 ， 存 在 有限 个 这 样 的 闭 人 矩形 覆 访 4, 记 它 们 是 了， 

作 委 的 一 个 划分 卫 ， 使 得 在 划分 卫 下 的 每 一 个 子 录 形 都 含 在 
基 一 个 =1,，2，…, 79) 内 ; 则 

Uf, P-L, P<e'w(Ady, 证 毕 。 


可 积 函 数 的 特征 


定理 6 设 了 是 定义 在 维 闭 托 形 44 上 的 有 界 两 数 。 则 了 在 
人 盘 可 箱 K 芝 而 意 尺 下 ) 的 充分 和 必要 条 件 是 ， 了 在 盖 的 所 有 不 连续 
点 组 成 的 集 是 ” 维 零 测度 集 ， 
定义 在 有 万 上 的 菠 数 了 ， me 
谋 集 ,就 称 了 在 和 4 上 几乎 处 处 连续 ,这 时 定 球 6 对 可 以 表达 为 ， 
f 在 有 有 界 , 则 了 在 4 获 田 可 积 的 充分 和 必要 条 件 是 ， 7 在 4 


人 


笠 处 处 连续 。 
证 明 ” 洗 证 明 必 要 性 ! 设 了 在 和 可 积 , 令 
加 = {c&E 4 在 不 连续 }， 
我 们 指 目 的 是 证 明 吾 是 一 个 ” 维 零 测度 集 ， 注 意 到 下 列 两 个 命 是 
是 等 价 的 : 
(xe, 即 w 是 子 的 一 个 不 连续 点 ， 
(ii wff, 2) >>0。 
所 以 只 要 证 明 吾 = teE 4iefF, ww) >0) 是 一 个 零 测度 集 。 而 
BB, B= {se Alets, 0) 
再 由 例 8, 只 要 证 明 每 一 个 六 ,是 零 容 度 集 就 可 以 了 。 
辕 定 m, 由 了 在 4 可 积 知 道 ， 对 任意 给 定 的 >0, 存在 4 的 
一 个 划分 书 , 它 将 4 划分 为 天 个 子 手 形 I1,…，Is, 使 
Uf, P) -Lf, P< 4. 
孔 . 中 的 点 可 以 分 为 两 类 。(1) w 正好 在 某 个 子 短 形 的 边界 
上 ， 记 这 种 点 的 全 体 是 如 ,由 于 在 划分 了 之 下 的 于 算 形 是 有 限 
个 ,而 每 一 个 % 维 从 形 的 边界 是 -一 个 n 维 零 容 度 供 ， 所 以 4 是 一 
个 零 容 度 集 。 (2) 其 余 的 点 ， 其 全 体 记 为 琢 , 即 有 B25 = 怠 ,- Bs， 
8 中 任何 一 点 2 必定 是 某 个 子 矩 形 I 的 内 点 ;因此 


of, I)>0(f, oP i, 


令 To py Ti 是 含有 融 中 的 点 的 所 有 子 上 定形 , 由 
E2CIT Ts 
并 且 双 有 


EOI) + 40D,)) 
< 二 内 (Ff, I) oT,) + 十 mt(f, TI 
<2o(1, IDvID., 
=U(f, P-L(F, PY< 二。 


这 样 便 得 到 
. oT FT ITE, 
即 碘 是 一 个 零 容 度 集 ,于 是 加, = 隔 UB 是 一 个 堆 容 度 集 , 必 覃 
再 证 明 充 分 性 ， 设 
B= {wvE€ Alo(f, oz) >0) 
是 一 个 零 测 度 集 ， 
第 一 步 : 对 任意 给 定 的 2>0, 存在 正 整 数 zm， 使 2 <e, 


再 设 Bm 同 前 , 由 假设 知道 马 , 是 一 个 零 测 度 集 ， 因 此 存在 一 列 nn 
维 刹 矩形 工 1 了 2， 本 了 ay ys 使 


及 CU (的 内 部 )， 


3 0 

太 , 是 闭 集 (定理 4)， 同 时 又 是 有 界 集 ， 由 海 滥 - 波 莱 尔 定理 ， 在 
1s Ts, … 中 存在 有 限 个 Tn Fis "gy Ln 覆盖 五 

第 二 步 :在 4 中 将 这 些 工 , (7= 1， 2，…， 有 去 捧 ， 铀 下 来 的 部 
分 的 闭 包 总 可 以 分 解 为 有 限 个 闭 纸 形 .7u Ja，…，J; 的 并 ， 并 且 
这 些 闲 矩形 的 内 部 本 两 不 相交 , 于 是 

由 = 机 Uv 日 Fal) "Uy Tn 
每 一 个 六 人 = 2,…, 站 的 内 部 都 不 舍 有 已。 中 的 点 , 由 定理 5， 
存在 六 的 一 个 划分 Py, 使 在 了， 上 有 
Uf, P)- If, Py) < Sv(7). 

在 划分 P, 之 下 ,J 被 划分 为 有 限 多 个 闭 子 矩形 ， 不 同 的 了 得 出 另 
外 有 痕 多 个 闭 子 拭 形 , 记 这 些 闭 子 矩形 的 全 体 是 卫 ， 

第 三 步 ， 作 4 的 一 个 划分 一 , 要 求 它 满足 下 面 的 条 件 : 在 划分 
己 下 , 子 矩 形 放 分 为 两 类 ， 一 类 是 合 在 姜 中 的 某 个 子 定形 办; 另 一 
类 是 含 在 其 个 I 内; 于是, 在 这 个 划分 之 下 就 有 

UGC, P-L(f, P) < 六 (U (Ff, Py) - LEF, Py)) 


es TT 


+ Yatf, To) wT 
EP oT + of, A) BolIs) 
< vAY + mf{F, OT VE 
这 就 湛 明 了 于 在 可 积 ; 证 毕 ， 
有 算 集 上 的 积分 


如 僻 把 于 矩形 上 积分 的 慨 念 拓 广 到 任意 一 个 有 界 集 上 去 呢 ? 
说 也 是 如 中 的 一 个 有 界 集 , 了 是 定义 在 如 上 的 有 界 函 数 ， 令 盖 基 
包含 呈 的 一 个 闭 和 矩形 , 作 
fis), zzED: 


9 9) -| 2 we4-D. 
如 虹 # 在 4 可 积 , 就 称 了 在 卫 可 积 , 并 定义 隆 在 避风 积分 为 


|,7=1 sg. 


从 形式 上 大 ,这 一 定义 似乎 和 闭 短 形 丰 的 选取 有 关 , 但 事实 上 
却 不 然 , 留 给 读 省 考 虚 (作为 习题 )， 

接 下 来 的 问题 自然 是 在 什么 条 件 下 了 在 吕 可 积 ? 能 不 能 回答 
说 ;只 要 Jf 在 有 界 乐 卫 连 线 ( 识 者 几乎 处 姓 连续 ), 就 保证 了 在 情 可 
积 呢 ?考察 一 个 最 好 的 情况 ; 设 在 卫 内 了 (w) = 6 是 常数 , oc 寺 0. 
妹 是 包含 吕 前 闭 和 矩形, 9 的 定义 如 上 上面 所 说 , 这 时 了 的 边 看 点 必定 . 
征 多 的 不 连续 点 ， 并 且 9 在 44. 上 所 有 不 连续 的 点 组 成 的 集合 就 是 
如 的 边界 ,定理 6 宕 及 如 果 卫 的 边界 不 是 零 测 度 集 ; 则 9 在 44 不 可 
上 以 面 于 在 轿 不 可 积 ; 因此 了 在 卫 的 可 积 性 不 仅 依 束 于 了 消 数 了 本 
身 的 性 契 ,还 依赖 十 卫 的 边界 的 性 质 。 确实 存 在 这 样 的 有 界 集 , 它 
的 边界 不 是 零 测度 集 , 例如 在 吕 , 委 内 所 有 有 理 数 组 成 的 集 , 它 的 
边界 是 [0 1], 最 然 不 是 每 测 庶 集 ， 共 至 一 个 有 界 并 和 集 , 它 的 边界 
也 可 能 不 是 零 测 度 集 (习题 8)， 

上 由 定 理 如 也 芭 得 ， 
,1 。 


定 还 7? 设 刀 是 召 " 内 的 一 个 在 界 集 , 了 的 边界 是 % 维 零 浏 诺 
集 , 了 是 定义 在 如 将 的 有 办 的 几乎 处 处 连续 的 函数 ,那么 了 在 DD 可 
积 。 

在 黎 冯 积分 的 应 用 中 ， 卫 的 边界 以 质 常 常 是 很 好 的 。 以 平面 
情形 为 例 ， 卫 的 边界 大 多 是 由 有 限 条 光 少 由 线段 或 者 由 有 限 条 名 
求 长 的 曲线 段 组 成 ， 这 样 的 边界 不 仪 是 零 测度 集 ， 而 且 还 是 零 容 
度 集 . 

习 题 


1 (DD) 设 瑟 (z)=m+oz+… 二 2 是 在 次 整 系数 案 项 式 ， 即 系数 
= 人 1， …， 内 都 是 整数 , 证 明 这 种 多项式 的 全 体 组 合 的 集 是 一 个 可 列 集 
(其 中 呈 是 给 定 的 一 个 正 整数 )， 

{ 寺 ) 证 明 所 有 阳 系 数 多 项 式 组 成 的 集 是 -个 可 列 第 ， 

(iiiy 实数 a 如 果 是 基 一 个 囊 系 数 铬 项 式 的 报 ， 就 称 它 是 -… 个 代数 数 ， 
”证 本 所 有 代数 数组 成 的 集 是 一 个 可 列 集 ， 

2. 证 明 = {(z, 切 € ?|z, Vy 者 是 有 理 数 } 是 品 : 办 的 执 测 度 集 ， 但 

3. 设 号 是 R? 中 的 可 列 集 , 只 有 有 限 个 聚 点 ( 极 淄 点 }， 证 明令 是 零 容 度 


集 ， 


4. 证 明 可 列 无 限 多 个 零 调 度 集 的 并 集 是 零 测度 集 。 

5， 设 了 在 闭 区 闪 fa, 如 上 可 积 , 证 明了 的 连续 点 在 [o, 果肉 筒 密 《利用 
定理 6 怎 祥 证 明 ? 不 币 用 定理 6 怎样 证 明 ?)。 
6. 在 有 界 集 剖 上 的 积分 定义 中 ， 证 明了 在 也 的 可 积 柱 及 其 积分 与 闭 重 

形 A4 的 选取 无 关 ， 
7. 设 S 是 Re 内 的 有 界 集 ,定义 S 上 的 特 汪 函数 加 如 下 ; 


af] -| 


1, wes; 


0 六 


设 S 是 R" 中 的 零 容 度 集 ， 证明: 在 5 可 积 ,并 且 | .X90, 如 果 S 是 R" 的 
零 测 度 集 ; 问 Xa 在 村 | 是 否 可 各 ? 

8 设 @ 是 区 间 (0, 1) 内 所 有 丰 理 数组 成 的 祭 。 

0) 证 明 对 任意 给 定 的 e<0,e<1, 存在 (0, 了 内 的 一 列 开 区 间 (@,, A,) 


» 中。 


人 =12,…) 团 访 口 ， 并 且 呈 (8 - ao) <e- 
Gi) 令 S= 上 D(a 8B,)、 证 明 S 的 边界 是 [0,1] 3。 
(iii) S 是 开 集 , 它 的 边界 是 堆 测 度 集 四 ? 


$3.2 积分 的 性 质 


菇 本 性 质 


积分 具有 一 些 重 要 的 姓 质 , 这 由 隆 质 是 读者 早已 熟知 的 , 列 出 
如 下 ， 在 这 里 利用 定理 6 来 下 明 某 些 奸 论 ， 这 样 做 比 在 数学 分 析 
中 的 证 明 简 单 得 多 。 

(GD 线性 设 画 数 了 ,9g 都 在 闭 矩 形 和 4 可 积 , a 和 8B 是 任意 两 
个 实数 , 则 af + 如 也 在 4 可 积 ,并 且 


| (af + By) = af f+8| 了 。 
现在 利用 定理 来 证 明 af+Bg 在 4 可 积 。 设 六 9 都 在 点 
5 过 续 , 则 ar + Bg 也 在 点 “连续 ,这 表明 车 设 
加 = {vwE A4lrf+ Bg 在 2 不 连续 )9 
= ?E44| 了 在 4 椒 连 续 }， 
届 人 419 在“ 不 连续 )， 


则 有 
EOCBIU Ey. 
再 由 了 和 9 的 可 积 性 得 卫 1U :是 零 测度 集 ， 所 以 也是 零 测 度 集 ， 
即 af +Bg 在 4 可 积 。 
(2) 设 户 g 都 在 4 可 积 , 并 且 了 (8)<g(w),YwE 4 则 


jx | 


(3) 设 了 在 4 可 积 , 则 | 了 | 也 在 4 可 积 ,并 且 


| 了 < 
开 用 定 三 6 委 和 得 jf | 的 可 各 人 ,这 区 为 /的 这 纺 训 必 
= 。 


定 蚌 | 的 连续 点 ,所 以 
{re A|]fi 在 sw 不 连续 } 呈 {weE4|/ 在 «不 连续 }， 

这 吉明 当 了 是 几乎 处 处 连续 时 ,|| 也 是 几乎 处 处 连续 的 。 

(4) 设 f, 9g 都 在 各 可 积 , 刚 了 .9 也 在 和 4 可 积 ， 

利用 定理 6 也 是 很 容易 证 明 的 。 留 作 习 题 请 读者 自 证 ， 

《5) 中 值 定理 设 万 9 都 在 用 可 积 ，9 在 4 上 不 改变 符号 ， 
珊 存 在 常数 睛 ， 和 < 拓 站 失 开 (其 中 ms 型 分 别 是 了 在 4 上 上 的 下 确 界 
利 上 确 界 ) 使 


{ fg =4| 9， 


下 面 讨论 累 次 积分 的 问题 ， 设 4, B 分 别 是 志和 有 R" 中 的 闭 
秆 形 , 了 是 定义 在 万 xB 上 的 一 个 有 和 界 函 数 , 任 意 闫 定 %E 要 , 定义 
函数 gc: 了 一 总 是 

VD = 了 (zy ys YEB, 
显然 ge 是 召 上 的 一 个 有 界 函 数 , 记 它 的 上 积分 和 下 积分 分 别 是 ， 


uo) ={ 0.=| 7 Way 


Ho ={ go= 人 fc Way, 


它 科 都 大 在 ， 这 超 明 4 和 7 痢 是 定义 在 和 4 上 的 函数 ， 并 上 且 ?2) 志 
Ww, TEA, 


C7) 累 次 积分 定理 在 上 面 给 出 的 假设 和 记号 下 ， 如 果 7 在 
万 x 如 可 积 , 则 ww 和 ?部 在 女 可 积 ,并 且 


| f=| [=| 人 j, f(s, Way } de 
|. a7 ji -| { flr, Waybde, 


特别 是 : 如 时 ge 症 召 可 积 ， 即 

ff Way= | , fe, WD dy= | fr, gm 

外 . 
Ei 生 


(os f= df fe vay jar, 
这 就 是 化 4x 上 的 积分 为 先 对 9 后 对 &% 的 累 决 积分 。 
证 明 设 也 是 并 的 一 个 划分 ,Ps 是 吕 的 一 个 划分 ,它们 分 别 
将 也 和 吾 划分 为 下 列 二 全 和 二 个 闭 巴 和 形 ， 
Lis 2 Tr FH is Tay ey i 
这 样 , 便 得 到 xB 的 一 个 划分 卫 , 在 这 一 划分 将 和 4xB 划分 为 
上 x? 个 闭 子 拭 形 ,它们 是 : 
TXT (= 号 
记 
型 = Sp{f (rs DD IwE TT YE ss 
ms =inf{f ir, WIrE Ts VE 
Mi(w) =g0Pp{F Ct, [YE TY 
yt) =inf{f Cw, o) IyE Ts}, 
再 注意 到 2 了 x dy) =4 了 D6CJ02， 则 


TCF P) = 这 > Mav (Tx Ts) 

= 训 人 位 Maw(To)} vIn) 
IL(f, P)=D Tr vy x 7) 

- 衬 | 为 mop | 29, 


当 wEI4 时 ,由 于 并 叶 2 XY 所 以 
人, Ca) = Ts (Ce) py 弟 厂 Tis 


于 是 ( 当 w€ 工时) 
DT) M0) (1) 
>|, 9 =ue) 


ms 1) < Dm sos) 


Fr ”0 


<| 9.= 区 2 
上 痢 陋 个 不 等 式 对 一 切 sE I 成 立 , 所 以 
bp vsup{u(r) |s ET} 
Din oN) Sinf (Ie) ee Toy 
UC PB {DM oT)} oD) SU Gu, PD) 


LCF, P) babs my v7)} oI) ELO, Po, 
于 是 : 
Lf, PELG, PSEUG, PISUG, Py<U(, PY 
Lef, DELGO, PEEL, PSU PY)EU(CF, Py), 
再 册子 的 可 积 性 得 到 名 和 ?都 在 4 可 积 ,并 且 


| f=-| -| | 证 毕 

读者 已 经 知道 这 样 一 些 例 子 ; 重 积分 存在 但 黑 次 积分 不 存在 ， 

或 者 让 个 黑 次 积分 存在 但 重 积分 不 存在 。 现 在 王 举 一 个 例子 ， 二 

重 积分 不 存在 但 秃 个 暴 次 积分 存在 并 且 和 相等， 作出 这 个 例子 的 区 
键 在 于 构造 册 清 足下 列 要 求 的 平面 点 集 。 

设 妇 =[0, 巧 x [0, 1， 构 造 一 个 点 集 8c 4, 满足 : (i) 5 在 


er 
Cm Yr tle Ho) (x1s We) 一 Ya 四 = 一 一 第 一 行 
(Ty H+) 《yy pA (mn Hs) (ra, 3 2 (第 二 行 
CC yy 【过 9 ME] {EE | (Fay 世人 > 《< 第 三 生 


和 


4 内 稍 密 : (ii4 内 每 一 条 和 % 轴 平行 的 直线 如 果 和 司 相交 , 则 变 
点 具有 一 个 } 同 祥 ，4 内 每 一 条 和 Y 轴 平 行 的 直线 如 果 和 8 相交 ， 
交点 也 共有 一 个 。 

构造 如 下 ; 生 中 所 有 有 理 点 组 成 的 集 {(w, 纺 E41z, y 都 是 有 
理 数 } 是 可 列 集 , 技 下 列 方式 (箭头 ) 将 其 元 素 排 列 出 来 , 如 上 一 页 
的 表 所 东 ， 

将 4 四 等 分 (图 3- 人 2, 按 表 中 箭头 疾 序 
取出 第 一 个 属于 41 的 点 (cosp)， 然 后 将 表 
中 第 《 行 和 第 了 列 的 所 有 元 索 去 掩 ， 去 拓 
芝 元 素 意味 著 “ 不 存在 了 ”再 从 头 开始 按 简 
头 顺 序 取 出 第 一 个 属于 4 的 点 (rz 我 )9 
然后 将 表 中 第 了 行 和 第 天 列 的 所 有 元 素 去 图 3-2 
掉 ， 用 同样 的 方式 分 别 取出 属于 4s 和 44 中 的 点 。 

再 将 4 位 =1 2，3。 4) 四 等 分 ， 人 血 党 4 12， 4 .44 按 
照 刚 才 的 方式 分 别 取 出 属于 4,;(7=1, 2. 3,4) 的 点 。 再 将 Ay 四 
等 分 ,…, 如 此 继续 下 去 ,所 有 取出 来 的 点 组 成 的 集 记 为 六, 这 就 是 
所 要 求 的 僻 ( 为 什么 ?证 明 是 明显 的 )。 

现在 定义 4 上 的 函数 是 

工 ， 当 《ay 胸 忌 Ss 
fw, YW) -| 当 (z, ) #8 
上 在 人 4 是 不 可 积 的 , 这 是 因为 对 和 4 的 任何 划分 卫 ， 
UFf, P=1, LCFf, P)=0. 
但 对 任何 固定 的 ye [0, 1] 与 任何 夯 定 的 we [0, 11, 分别 有 


ff, was=0, je Way=0, 
所 志 丙 个 际 次 积分 
[si fz, Dar = Ge， Way dz=0, 


性 质 届 ) 一 (7 都 是 在 闭 秆 形 和 4 上 讨论 的 ， 但 它们 都 可 以 很 和 
然 的 拓 广 到 任何 其 有 等 测 度 边界 的 有 界 集 上 , 这 里 不 一 一 论述 了 。 
“4 


38) 惟有 量 已 换 设 避 是 局 内 的 上 其 有 零 测度 边界 的 有 和 界 集 , j 
音 卫 和 连续， 又 设 变换 了 :.D/'->D 是 连续 可 微 的 双 射 , 并且 
J =detDT(O) 0, vieD, 
那么 


{z= for: Wl, 


设 如 中 的 点 是 他 ps zj DV 中 的 点 是 (让 ，…， 加 )， 变换 工 
的 表示 式 是 

ge = Tit ds Bs ED =1, 2 rt) 
如 上面 的 式 子 就 是 


上 fms Wn) dodea = | fT, “yy 


Th st) | Be | decd 

沙 德 定理 

在 道 虎 射 的 理论 和 积分 的 变量 代 换 中 ， 不 等 于 0 的 雅 可 比 行 
列 式 起 了 非常 恒 要 的 作用 。 现 在 的 问题 是 对 给 定 的 一 个 条 宾 相 当 
好 的 映射 ,例如 它 是 连续 可 向 的 ,那么 它 的 雅 可 比 行列 式 的 零点 有 
怎样 的 特点 呢 ? 

沙 禄 (Sard) 定理 ” 设 卫 是 如 内 的 一 个 开 集 , 7: DD 一 Br, 并且 
ff 在 了 连续 可 微 , 令 

E={sEeDldetD x) =0}, 

那么 了 如) 是 一 个 办 测度 集 。 

证 表 ”第 一 步 ; 设 志 4 是 了 内 的 一 个 1» 维 闭 正方 形 ,每 一 个 边 的 
长 度 都 是 了， 对 任意 给 定 的 E>0， 取 一 个 充分 大 的 自然 数 访 ， 和 将 
几 等 分 为 名 个 下 维 闭 正方 形 由 (=1，2，…,N"), 有 44; 的 边 发 是 


六 并且 4; 和 (6 二 用 的 内 部 不 相交 , 同时 对 任何 z, YE 4 有 
[Df GD Yo ~ (fF - fo) <ely ele Vn 二, 


a B55. 


由 3.3 的 定理 1 这 基 办 得 到 的 ， 

第 二 步 : 如 果 召 和 基 个 万 , 相交 ; 国定 zE 加 门 4 有 detPFCo) 
=0, 让 = (Ys os 3 在 4 内 变动 ， 潜 察 
f+ CE) 名 (2) YL 一 和 1 
情人 一 二 = 


"™ ge (x) Yn ~ Tn 


让: (gw) (ow) 十， + 5 人 (Yn — Wn) 


2 (CF) C1 wD) + a (2) (8 — zn 
记 妈 = ef (2) (Yi -oD + ef A 0) (0 2). 因为 dotDF (0) 


=0, 所 {Ys … " 在 内 变动 ， 点 (ly os "ss Wi 在 
及 荣 一 个 mn-1 维 超 平 硬 V 上 ,到 {Do) - 四 13E4 在 六 
上 。 

由 第 一 步 中 给 出 的 不 等 式 再 知道 固定 x€E BDAi， {ff 
-Go) jyE 44} 和 超 平 而 六 之 闻 的 距离 小 十 8 MV 字面 (把 是 
一 个 常量 ,所 以 {fCD ve 4 和 ”- 工 维 超 平 面子 + 了 (2) 的 妈 离 
小 于 eV 页 下 。 

第 三 步 ， 让 wv 邦 在 4; 内 讼 动 ,出 2.3 的 定理 3 得 到 看 在 党 
数 开交 0, 使 

FW -FO SMIy -eMVR eyed). 
{在 定理 3 的 表述 中 , 4, 应 该 是 一 个 ” 维 的 半球 ， 如 今 4 却 是 一 
个 癌 维 闭 正方 形 , 但 这 是 无 关 紧 缀 的 ,从 2.8 的 定理 3 的 证 明 过 程 
中 容易 看 出 对 闲 正 方形 仍 成 立 ,) 
再 由 第 三 步 的 结论 知道 ;如果 4 和 芋 相 交 ; 则 {0D |y EA} 


. BB， 


合 在 一 个 维 柱 体 C, 内 ,Ci 的 高 是 22Vw 序 (这 是 因为 了 (w) 到 
起 平面 了 +g(w) 的 距离 小 于 a MV 元 再 ), Cu 的 底 是 一 个 n 一 1 维 球 ， 
半径 是 好 Y 丈 六 《这 是 因为 对 4 内 任何 两 点 有 |f (0) - 


F< v 部 六)， 所 以 Ci 的 容积 是 28 V 避让 -ae( 方 ) ”= 


x V8( 攻 )。 《其 中 a>0 是 一 个 常数 )， 
第 三 步 的 结论 是 ， 当 4 和 如 相交 ,f(A44) 将 被 柱 休 04 入 盖 ， 
0, 的 容积 是 an (hy 


第 四 步 ， 合 计 ft4N 加)， 
因为 了 (44 作 桶 至多 被 区 个 上 述 那 利 往 体 C, 末 必 着， 这 些 
0 的 容积 之 种 不 超过 


N20 VE = 9a Vnhe, 


所 以 了 (站 轧 是 一 个 零 容 度 集 { 注 ， en 蚌 利 用 
n 维 闭 窜 形 作 改 着 的 ， 但 这 里 却 是 用 维 柱 体 作 覆 六 的 。 为 什么 
可 以 这 样 敌 ?事实 上 两 才 无 本 质 差 别 )， 

到 现在 为 止 , 证 明了 对 了 内 性 何 一 个 辣 第 形 4, (4 几 玉 ) 是 
零 容 度 集 , 了 (已 ) 如 何 呢 ? 

最 后 一 步 ， 利 用 下 面 的 命题 ; Br" 中 的 任何 一 个 开 集 全 可 以 表 
示 汶 可 列 无 限 多 个 % 维 闭合 形 4， 如 …， 如 ，… 之 并 ， 即 了 = 


蝇 4。 并 且 4 和 4% 二 让 的 内 部 不 相交 ( 见 第 钴 页 引 理 )， 巾 


前 四 步 知 道 , 对 每 一 个 4 了 了 (4, 门 志 ) 是 一 个 零 容 度 集 ， 而 避 至 多 
是 可 逆光 限 密 个 , 因 吐 天王) 让 一 个 零 测 度 集 ， 证 毕 。 


习 题 


1， 利 用 定 锰 6 证 明 : 答 凡 g 部 在 闭 重 形 4 可 积 , 则 天 9 也 在 A 可 积 ， 
2， 利 用 定理 6 证 明 : 若 声 户 …; 访 那 在 闭 是 形 .4 可 积 , 令 


4 一 
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F(x) = maxi{f1(z) 了 "fa)} 3 
C(x) 一 mint(z) 9 fot) (red), 
则 下.G 都 在 A 可 于. 
3。 设 了 在 闲 短 形 4 可 积 ， 并 且 nf(r) 护卫 (re 4)， 叉 设 一 元 函 儿 多 
在 fm, M] 连 续 , 证明 ge 在 4 可 积 。 如果 郊 q 的 “连续 " 改 为 “可 积 ”, 问 gof 
是 否 在 和 4 可 积 ? 
4 设 思 , 态 ,…, 所 ,是 定 尽 在 [ce 如 上 的 一 列 可 积 邓 数 , 并且 limjn(z) 
< 了 (2z) (ze[a 四 ) 存 在, 问 耻 是否 也 赫 [a, 妆 可 积 ? 


第 4 章 微分 流 形 


$4.1 拓扑 空间 


在 欧 儿 里 得 空间 上 由 于 有 了 饮 上 总 里 得 范 数 ， 从 而 产生 了 欧 玫 
里 得 距离 利用 有 距 离 就 可 以 引进 开 集 , 闭 集 、 收 合 和 连续 等 一 系列 
极 重 要 的 福 念 。 收 伍 和 连续 都 是 用 距离 来 表达 的 ， 然 而 也 可 以 换 
一 个 齐 式 用 开 集 来 表达 ， 人 情 如 mm->z 就 是 指 对 含有 点 各 的 任意 一 
个 开 集 口 ， 当 nn 充分 大 时 ww,E 吕 ， 又 如 映射 了 连续 是 指 对 任何 天 
， 集 下 , 其 道 象 f!(7) 是 开 集 。 这 种 表达 方式 完全 赔 离 了 范 数 或 距 
离 , 它 似乎 表明 完全 可 以 把 开 集 作为 出 发 点 来 建立 整个 数学 分 术 ， 
不 过 , 在 珀 几 里 得 空间 中 , 开 集 是 利用 范 数 来 定义 的 ， 出 发 点 是 荡 
数 , 但 在 一 个 一 般 的 室 间 中 ,怎样 合理 的 规定 何 种 储 合 是 开 混 ， 而 
这 种 规定 不 必 涝 用 范 数 .回忆 一 下 在 网 儿 持 得 空间 中 开 集 有 哪些 
最 重要 的 特性 ?好 细 分 析 就 会 发 现 凡是 和 开 集 有 关 的 一 切 秆 售 、 定 
昂 和 论证 者 只 用 到 下 而 三 条 晤 基本 的 特性 ， 

(i) 任意 全 《有 限 , 可 列 无 限 或 不 可 列 无 限 密 个 ) 开 集 的 并 集 
仍旧 是 开 集 ， 

(ii) 有 限 个 开 集 的 交集 仍旧 是 开 集 . 

Cii) 整个 空间 加 是 开 集 ， 空 集 W 是 开 集 (后 者 也 可 以 认 ( 为 
是 规定 )。 

这 启发 我 们 ， 在 一 个 空间 内 可 以 不 必 引 进 范 数 或 虐 离 ， 内 要 
引进 满足 上 述 三 条 的 开 集 ; 则 就 可 以 建立 内 点 ， 外 点 ， 边 界 点 ， 闭 
集 , 紧 集 ,来 点 , 政 化 , 连 统 等 一 系列 基本 概念 和 基本 理论 ， 事实 正 
是 如 此 . 


拓扑 
设 工 是 一 个 集合 , z 是 互 中 某 些 子 集 组 成 的 集 类 , 如 杂工 潮 屁 
+" 


下 面 三 条 人 性质 (或 者 说 满足 下 面 三 条 公理 )， 

(i》z 内 和 任意 个 集合 的 并 倍 仍 旧 属 于 于 

(这) < 内 有 限 个 集合 的 交集 仍旧 属于 工 ， 

(iiiy 于 属于 r， 空 集 双 属于 了 。 

就 称 * 是 全 上 的 一 个 拓扑 ， 叉 称 T 中 的 集 是 于 内 的 开 集 。 设 点 
4E 宇 ， 称 含有 2 的 开 集 是 和 的 一 个 名 域 。 当 玉 装备 了 提 拓 结 椅 
T 之 后 ; 穆 ( 卫 ;5) 是 酉 扩 室 间 ,， 有 时 简单 地 记 之 为 豆 。 换 名 话说 ， 
所 请 拓扑 空 河 倒 , 7) 就 是 指 在 集合 了 上 建立 了 满足 上 述 公理 的 开 
集 。 从 直观 上 看 ,建立 了 开 集 意味 着 给 出 了 “此 近 "的 概念 ,下 内 的 
两 个 点 4.5， 如 果 同 在 某 个 开 集 内 , 就 表明 ze. 之 间 有 一 种 靠近 的 
程度 , 这 个 程度 是 用 它 科 同属 于 某 个 开 集 来 珍 征 的 。 
例 1 设 王 = {4g, 5, 引 , 它 是 出 三 个 元 素 4、 b,c 组 成 的 。 又 
设 
t={{0), ig, 6), 五 , W}, 

容易 验证 是 一 个 折 盾 ,< 了, 可是 一 个 拓扑 空间 。 和 再 设 

t= {0 ta 从， 人 (ty 0}, TD}. 
t! 也 是 一 全 拓扑 ，( 字 ,77) 世 是 一 个 拓扑 空间 。 由 于 《〈《 忌 ， 和 
(于 , Tt) 装备 着 不 同 的 拓扑 结构 ;所 以 它们 是 不 同 的 拓 扩 空间 。 

例 2 在 实 炊 尝 了 上 装备 以 下 拓扑 T， 由 所 有 开 区 间 , 任意 个 
开 区 间 的 并 以 及 空 焦 古 组成。 这 个 拓扑 结构 中 的 开 集 就 是 通常 数 
”学 分 析 中 由 只 离 产生 的 开 集 , 称 z 是 通 党 的 本 站 。 

在 实数 集 卫 上 还 可 以 建立 其 他 的 宁 持 ;例如 ft*'， 由 所 有 和 包含 
0 点 的 开 区 间 和 多 组 成 。 不 难 验 证 5 是 拓扑，。 

( 瑟 , z) 和 {( 瑟 。m) 都 是 拓扑 空间 ， 但 它们 是 两 个 不 同 的 拓扑 
空间 ， . 
例 3 设 ( 了 对， 有 1) 是 一 个 赋 范 线性 空间 , ‖ ] 是 范 数 ， 对 任 
何 -一 点 6 和 下 和 任意 一 个 实数 和 >0,， 记 

OUgy 0) = {rEZF| 2-al < 从， 
+ 人 ， 


它 是 点点 “为 中 心 , 以 6 为 半径 的 开 球 。 设 加 是 丞 的 一 个 于 集 , 如 
果 在 殖 内 的 每 个 点 乡 都 让 在 一 个 开 球 O(y, 候 王 瑟 ， 其 中 44>0 可 
能 与 点 9 有关。 则 称 吾 是 筷 内 的 一 个 开 集 。 令 上 是 互 内 的 所 有 开 
斥 以 及 互 自身 条 空 集 钨 组 成 的 集 类 , 容易 验证 f 是 一 个 拓扑 , 称 它 
是 由 范 数 产生 的 括 拉 。 因 了 吃 芷 何 一 个 鼎 范 线性 空间 一 定 是 一 个 拓 
扑 空间 , 其 拓扑 由 范 数 产生 。 

例 4 《两 个 极端 的 情形 ) 设 瑟 是 一 个 集合 

Tl 由 王 的 一 切 子 集 组 成 ; 

rz 由 了 邓 和 人 组 成 ( 仅 两 个 元 素 )， 
E1 条 (za 都 是 拓扑 , 称 ( 芝 ， xz 是 离 数 的 拓 打 空间 ,Tt 是 离散 拓 盾 。 
在 离散 的 拓扑 空间 中 ,由 一 个 点 wE 子 组 成 的 集 {2} 是 卫 中 的 一 个 
开 集 。( 为 什么 称 (于 , 世 ) 是 “离散 ”的 ,在 后 而 要 说 明 .) 称 (入 ,rz) 
是 平凡 的 拓 导 空间 {或 最 粗粮 前 天守 室 间 )。 

例 工 中 的 醒 个 拓扑 z 和 z 虽然 不 同 ， 但 它们 却 有 下 列 关系 ， 
* 中 的 开 焦 (也 就 是 了 的 元 素 ) 都 在 z 中 ， 即 CTm， 这 意味 着 姜 
中 的 开 集 更 多 一 些 ， 则 称 拓 盾 强 于 拓扑 r, 或 者 说 拓扑 弱 于 
拓扑 7。 一 般 说 来 ， 在 同一 个 集合 上 污 备 了 两 个 不 同 的 拓扑 + 和 
r， 如 果 *Cm， 就 称 r 强 于 +t( 或 + 区 于 区)。 但 基 不 要 以 为 同 
一 个 集合 上 的 任意 两 个 不 同 的 拓 盾 结构 都 可 以 比较 强 弱 ， 例 如 在 
例 工 中 又 设 太 = {fe}， 妈 ,0}， 于 ,四 }, 5 也 是 一 个 拓扑 , 但 是 它 
和 和 +， 和 mm 都 不 可 比较 。 叉 姐 在 例 引 让 设 z% 是 所 有 包 舍 闭 区 阿 
[1, 久 的 开 区 问 以 及 多 组 成 的 集 类 ，7? 是 一 个 拓扑 ， 但 它 和 到 不 
可 比较 。 


收 钱 


现在 将 欧 几 昌 得 空间 中 下 种 的 概念 和 一 般 拓 并 空间 中 的 收 合 
的 概念 作 一 个 对 比 , 叙述 如 下 ， 
hs 


欧 拖 里 得 空间 六 


设 点 列 {a) Bn, 点 vE Bn, | 
如 果 对 以 “为 中 心 的 任何 | 


拓扑 空间 (等 ，z) 
设 点 列 {2,} CC 烹 ， 点 必 纪 区， 
如 时 对 会 有 的 性 何 一 个 
开 集 口 ， 在 在 N， 当 n>N 


一 个 开 球 0， 存在 N， 当 

n>N 时 ， 有 如 EO0。 则 称 ; ”和 时， 有 mE0。 则 称 {wn} 收 

{qa} 收 敏 ，mr 收 伍 于 =, 记 | 钱 , mm 收 伊 子 m, 记 为 mm 一 

为 ww i 2. 

以 上 两 者 的 表达 方式 几乎 是 一 样 的 。 

要 注意 的 是 , 由 于 拓扑 空间 是 非常 一 般 的 ,在 这 个 非常 一 般 的 
空间 中 只 有 开 集 满足 的 三 条 竹 质 可 以 作为 出 发 点 加 以 运用 ， 因 此 
它 不 象 欧 几 里 得 空间 那么 细 肛 ， 例 如 在 欧 几 竺 得 空间 中 任何 两 个 
不 局 的 点 = 和 9。 可 以 作 两 个 分 别 以 和 3 为 中 心 的 适当 小 的 开 
球 , 使 得 这 两 个 开 球 不 相交 。 换 名 话说 ,可 以 用 不 机 交 的 开 集 把 不 
同 的 两 点 “和 4 隔离 开 , 但 在 一 般 的 拓扑 空间 中 , 仅仅 从 开 集 的 三 
条 性 质 出 发 是 推 浙 不 出 这 一 朵 离 性 质 的 附带 说 一 下 , 一 般 的 献 范 
线性 空间 是 具有 这 一 性 质 的 。 为 什么 ? 是 很 容易 证 明 的 ), 正 由 于 
一 般 的 拓扑 空间 不 篆 欧 几时 得 空间 那么 细致 ， 朵 以 它 将 会 产生 许 
多 奇怪 的 “不 正常 ?的 现象 

例 5 设 苹 是 实 狐 集 ，t1 是 也 上 通常 的 拓扑 ( 见 例 2)，T: 是 
由 所 有 包含 (0, 1) 的 开 区 间 以 及 空 集 组 成 , 则 (XX, 1) 和 《下 ,Ta) 
都 是 拓扑 空间 。 考 察 数列 


= 元， 斩 =0+ 汪 《c>0 是 一个 常数 )， 


炳 

十 ， 四 是 吞 数 ; 
2 二 1 (n=1, 2 

T- 寺 ,nm 是 偶数 。 

在 (及 ,TD 同一 0, 名 >0， {不 收 角 。 但 在 (全, Tz) 中 情况 大 为 
两 料 ， { 志 收 筑 于 任何 实效， 而 {gm} 让 敏 于 任何 不 小 于 “的 实数 ， 
{ze} 也 收 和 化 于 任何 实数 。 这 是 因为 对 任何 实数 mw 依 有 # 的 任何 江 
“2 


集 必 全 及 ， 1 ,区 而 含有 Es 
帮 收 化 于 wx。 另外 对 任何 82=c， 合 有 8 的 任何 开 集 口 必 会 有 如， 
有 站, 而 Bc, 所 以 存在 N, 当 %n>N 时 ,YE0, 即 人 -8 
上 由 于 拓扑 fl 强 于 Ts, 困 此 不 存在 ( 互 , Ti 内 收 敏 但 在 ( 瑟 ,ra] 
中 不 收敛 的 数列 ， 

例 6 设 发 是 实数 集 , 拓 扑 * 是 由 所 有 左 开 省 内 的 区 间 (一 &，. 
0] (a>0, 是 任何 一 个 实数 ?以 及 互 ， 儿 组成。 在 《 乏 , r) 内 数列 
上 到 | 未 收敛 于 0, 但 收 伍 于 任何 c>0。 


例 7? 设 甩 是 任 一 集 ，T 厦 互 上 的 离散 拓扑 ( 见 例 和 ,对 任何 
点 34E 于 ,因为 由 单 点 z 组 成 前 集 {e} 是 一 个 开 集 , 它 合 有 zy, 并 且 
在 这 个 开 尝 肉 除 * 外 不 再 有 其 他 的 点 ,所 以 在 离散 的 拓扑 空间 内 ， 
只 有 点 列 wy xs* …， 9 … 收 合 于 zx。 如 果 把 收 伍 看 作 “ 越 来 越 昔 
近 ” 的 话 , 那么 .在 离散 的 拓扑 空间 〈 工 ， z) 中 具有 多 和 pe， 
越 来 越 知 近 w， 由 其 他 非 的 点 组 成 的 点 列 都 不 会 越 来 趟 瞻 近 z， 
点 允 虑 了 “孤立 点 整个 空间 是 离散 的 , 这 就 是 离散 的 折 扑 空间 的 
直观 解释 ， 

例 8 在 最 粗糙 的 拓扑 空间 牛 , 任何 点 列 都 收 往 ,并 且 收 敏 于 
弯 疝 中 的 任 一 点 。 

出 现 这 种 “不 正常 ?的 现象 是 因为 我 们 只 能 从 开 集 的 三 条 性 质 
出 发 , 它 不 驶 细腻。 起 样 才能 防止 这 种 现象 出 现 呢 ?在 本 节 最 后 要 
扼要 的 讨论 它 . 


闭 集 . 紧 集 等 概念 


和 欧 儿 里 得 空间 相仿 ,可 以 引进 内 点 、 外 点 ,边界 、 闭 集 、 紧 集 
等 一 系列 重要 的 概念 

设 (下, 可 是 一 个 拓扑 空间 , 如 是 玉 的 一 个 子 集 . 

G) 内 点 设 wE 加 ， 如 果 存 在 一 个 含有 4 的 开 集 OC， 就 
称 % 是 召 的 一 个 肉 点， 显然, 开 集 林内 的 每 一 点 都 是 口 的 内 点 。 

(ii) 外 虚设 wE 及 , 如果 存在 一 个 含有 2 的 开 集 0, OC 了 X- 


a 3 。 


才 《 戌 者 写 为 D 门 召 = 作 )， 就 称 瑟 是 再 的 一 个 外 点 ， 奴 然 。w 系 盏 。 

《iii) 边界 点 设 2E 有 (zw 可 以 属于 有 慷 ， 也 可 以 不 属于 了 囊 )， 
如 果 对 含有 的 性 何 开 集 0，0 中 应 有 吾 的 点 双 有 韭 召 的 点 ， 即 
ON EBSD, ON(RE-D)ED, 称 v2 是 百 的 一 个 边界 喜 , 如 的 所 . 
有 边界 点 组 成 召 的 边界 。 

(i7) 请 点 设 sE 瑟 (z 可 以 属于 吾 , 也 可 以 不 属于 如 ,如 
困 对 合 有 4 的 任何 开 集 O,O-{2) 中 必 有 百 的 点 , 即 O-{2}) 让 吾 拉 
吃 ， 就 称 2 是 加 的 一 个 聚 点 。 要 注意 的 是 ， 马 的 聚 点 可 能 不 属于 
E 


(y) 闭 集 设 召 是 互 的 一 个 子 集 ， 如 时 如 的 补 集 卫 - 百 是 
中 的 开 集 ,就 称 召 是 闭 集 。 也 就 是 说 , 开 集 的 补 集 是 闭 集 ， 闭 集 的 
补 集 是 开 集 。 己 和 空 集 作 证 是 开 集 又 是 闲 集 。 

(yi》 闭 包 记 如 = 召 U{ 吾 的 所 有 带 点 )， 称 吾 古 吾 的 闭 包 。 
例如 实数 集 上 带 有 通常 的 招 扑 , 召 = (a, 芒 ， 则 吾 = [a, 妆 。 

-有 的 书 上 关于 闭 梨 的 定义 是 : 设 瑟 是 下 的 一 个 子 集 , 如 果 召 的 
每 一 个 豪 点 (假定 它 容 在 的 话 ) 都 属于 如, 即 五 = 为 就 称 召 是 闭 
集 ， 这 个 定义 和 (中 的 定义 是 等 价 的 ;这 就 是 下 面 的 性 质 ， 

性 质 ” 设 事 c 瑟 ,， 刚 下 列 两 个 俞 题 是 等 价 的， 

《I) 五 的 补 集 下- 是 开 集 } 

(2) 如 = 所 
《因此 它们 中 的 任何 一 个 都 可 以 作为 闭 集 的 定义 ,》 

证 明 设 卫 ~ 吾 是 开 集 ， 又 设 sF 加 即 xE 了 于- 避 ， 这 吉明 存 
在 一 个 含有 的 开 集 O， 其 中 不 含有 吾 的 点 ， 即 2 不 是 思 的 杜 
点 ， 痪 和 甸 话 说 ; 如 囚 w 是 召 询 率 点 ; 则 |(% 必 属 于 吾 。 

及 过 来 , 设 且 = 访 ， 叉 设 4 医 思 即 xE 开 - 且 因为 吾 和 的 所 有 妾 
点 都 在 如 内 ,所 以 4 不 是 召 的 案 点 ， 即 存在 某 个 含有 < 的 开 集 0,， 
0s 几 B= 起 即 0,C- 玉 ,而 及 ~ 如 = 08s， 有 端 是 任 党 个 开 集 之 
并 , 所 以 及- 召 是 开 乐 ,证 毕 ， 

(vii) 紧 集 设 (0} 是 吾 的 任意 一 个 开机 盖 ( 即 每 一 个 0。 是 


”34 。 


开 集 ,并 且 吾 LO.)， 如 果 在 {2-} 中 总 可 以 选 出 有 限 个 开 集 性 兽 
五 ， 芯 称 百 是 一 个 时 全 ， 

人 饮 9 在 欧 几 里 得 空间 { 或 者 任意 一 个 赋 范 钱 人 性 空间 ) 肉 ， 设 
zo 是 于 的 一 个 从 点 , 则 必 窒 在 一 个 点 列 人 zs 一石， 总 二 mr= 1 2 
… 7s gm 但 在 一 般 的 拓扑 空间 (于 , 友 内 ， 这 一 事实 不 一 定 
成 立 。 例 如 设 羡 是 任意 一 个 不 可 列 集 ，O 是 站 的 一 个 子 集 , 如果 癌 
的 补 集 斑 -0Q 是 可 列 集 或 有 限 华 ,就 说 0 具有 可 列 补 。 设 工 是 出 所 
有 具有 可 列 补 的 子 集 口 以 及 空 集 信 组 城 的 集 类 ， 不 难 验 证 Tf 是 一 
个 拓扑 。 称 这 一 拓扑 是 可 列 补 拓 寺 。 

在 可 列 赴 拓 填 空间 肉 , 设 64E 尺 ,考察 及 = 基 --120;， 上 局 然 每 
个 售 mo 的 开 集 必 会 有 的 点 ;所以 gu 丰 吾 的 一 个 这 点 ， 是 否 存 在 
一 个 点 列 {wa} 入 加 ,三 zo (= 2 > 呢 ? 在 吾 中 任意 
又 一 个 点 列 4zsy 二 XR = 1 2， “3 )s 现在 作 

O=— {vr Ways Vas es 
国 为 忌 一 口 = {wi gs ,04 是 可 列 集 ,所 以 OO 是 会 zo 的 一 个 
开 集 ， 但 这 个 开 和 集中 却 不 会 {tw}， 所 以 gi 不 收 化 也 zo 却 包 内 任 
何 点 列 ( 除 zo zo;…， zo … 外 ) 都 不 会 收 和 化 于 加， 


拓扑 子 空间 


设 ( 互 , 如是 一 个 拓 盾 空间 ,5S 是 下 的 一 个 子 集 ,要 在 8 上 建立 
拓扑 r。， 使 得 z, 和 原来 的 拓扑 7 相 容 ,这 就 是 说 , 如 茶点 列 4m)c 
9, 点 zwES8, 在 {是 ,人 内 ww 和 在 (9, T,) 内 -2 是 相间 的 ， 
如何 建立 TT,? . 

设 口 是 蕊 内 的 开 集 , 记 

0,=0N8, 
把 0, 作为 态 内 的 一 个 开 集 ， 对 邓 肉 区 所 有 开 集 0 都 作出 相应 的 
0,, 这 些 0, 的 金 体 记 沟 7+,， 和 
tT,= {ONSIOer), | 
r, 就 是 所 要 求 的 拓扑 ， 称 区 是 在 妨 上 的 讲 导 本 盾 ，(S, 1,) 是 


《三 ，z) 的 拓扑 子 空间 。 
例 10 设 习 是 实数 集 ,z 是 通常 的 拓扑 ,SS= [0,1)， 由 f 诱导 
出 的 拓扑 是 
Ti 一 《On 站 [0, YOEer}. 


例如 [0, 条 )=( -二 于 )n [0, 1 是 8 内 的 开 集 ， 从 而 | 3 了 是 8 
内 的 闭 集 。 


连续 和 问 放 


设 ( 瑟 , Tf,) 和 (了 ,Ty) 是 两 个 拓扑 空间 ,它们 可 以 是 相同 的 也 可 
以 是 不 同 的 。 如 果 对 每 一 点 zeE 瑟 ， 通 过 关系 了 在 了 内 容 在 唯一 
的 一 点 9 与 这 个 对 应 ， 就 称 了 是 从 下 到 王 的 路 射 ， 记 为 耻 : 互 -> 
了 ， 称 yg 是 x 在 作用 下 的 尊 , z 是 9 的 一 个 违 划 ， 记 为 到 1 一 2 = 
Co)， 有 时 为 了 吉明 了 是 两 个 后 扑 空间 之 间 的 映射 ， 又 记 了 :( 王 ， 
ts- 人工 ，zy)。 此 外 ， 和 殉 几 里 得 空间 上 的 瞻 射 相仿 地 可 以 引进 
单身 .注射 和 双 射 的 概念 , 这 里 不 一 一 叙述 了 。 

在 欧 风 里 得 空间 中 , 可 以 用 “和 开 集 的 诺言 ” 来 定义 映射 的 连续 
性 (参见 1.8 定理 3 ,而 不 必 人 民用 * 虐 离 *， 现 在 拓扑 空间 内 已 你 装 
备 了 开 集 , 因此 相应 的 连续 概念 也 就 不 难产 生 了 ， 

设 了 :( 玉 ,To)~*(Y 了 ,Ty)， 如 果 对 了 中 任意 一 个 开 集 人 六, 它 的 
道 象 

了 =)= (teE 瑟 FeyeET 
是 于 中 的 开 集 ， 就 称 了 是 从 革 到 了 的 一 个 连续 映射 。 当 环 和 了 都 
是 欧 几 里 得 空间 ( 带 有 通常 所 拓扑) 时， 上述 定 义 就 是 欧 几 里 得 空 
间 上 连续 映 射 的 定义 。 映 射 的 连续 性 和 空间 的 拓扑 结构 有 关 ， 在 
某 一 个 折 护 结构 下 是 连续 的 上 映射 ， 换 成 男 一 个 拓 扩 结构 之 后 可 能 
变 得 不 连续 了 . 

例 11 设 们 是 实数 集 ， 映 射 了 : 卫 -> 下 的 定义 是 了 (ze) = sing 
Cw E 及 )。 玫 是否 巡 续 ? 这 要 看 全 上 的 拓扑 结构 了 . 设立 是 在 上 
的 通常 扫 扑 ;Tt2 是 由 所 有 包含 0 的 开 区 间 以 及 空 集 名 组 成 的 拓扑 ， 
4 BE 。 : 


则 (在 ， TD)>(， fID) 是 连续 的 ， 但 :全 Te) 一 ( 玉 , TI) 是. 
不 连续 的 。 后 者 是 因为 在 tt 中 存在 开 集 ( 当 ， 引 )。 其 逆 旬 = 
{zex| <sing< | 不 是 全 0 的 开 区 辣 ， 即 可不 是 如 中 的 开 
集 . 

便 12 设 ( 工 , ro) 利 (了 , ro) 是 两 个 拓扑 空间 ,jy :了 节 一 了 。 如 
”时 对 互 中 的 每 一 点 以 及 互 中 的 任何 一 个 收 八 于 王 的 点 列 4 在 
了 内 都 有 了 (sw) 一 了 (vw) 了 是 否 连 续 ? 在 欧 几 里 得 空间 ( 带 有 通常 
拓扑) 内 ; 回答 是 肯定 的 。 但 在 一 般 拓 扑 空 间 中 却 末 必 如 此 。 情 如 
设 天 是 实数 集 。ri 是 万 二 的 通常 拓扑 ,rs 是 可 列 补 拓扑 ( 例 9)， 考 
察 映射 

(Ta) rE +1) 
wt, 

在 (XX, ra) 中 ， 对 每 一 个 x 只 有 mi ay py， ay 收 伍 于 az， 其 象 
v2 vw 也 化 于 2 的 象 7, 但 za 中 的 开 集 (1,2) 
其 道 象 却 不 是 至 中 的 开 集 , 因此 9 不 连续 。 

现在 可 进 拓扑 学 中 一 个 重要 的 概念 ， 它 在 下 面 的 课文 中 将 起 
关键 和 作用 。 设 ( 生 , 5) 和 (了, rs) 是 两 个 拓扑 空间 , 了 是 从 下 到 了 
的 双 射 ( 因 些 道 映射 三 : 存在 ), 如 果子 又 是 从 互 到 严 的 连续 映射 ， 
并 和 且 广 ! 是 从 了 了 到 三 的 连续 上 映射。 就 称 了 是 同 压 号 射 。 当 两 个 折 
扑 空 间 之 间 存 在 一 个 同 胚 揣 射 时 , 就 称 这 两 个 空间 局 夏 。 

如 果 葬 个 空间 是 同 胚 的 ， 则 这 两 个 空间 之 章 不 仅 点 与 点 一 一 
对 应 ,而且 开 集 与 并 集 之 间 也 一 一 对 应 , 这 表明 它们 有 相同 的 拓 折 
结构 , 从 拓 扑 学 的 观点 看 , 可 以 把 同 胚 前 两 个 拓扑 空 间 和 看 作 是 相同 
的 ,这 如 同 在 代数 学 中 所 说 的 * 同 构 的 两 个 空间 是 相同 的 ”一 样 . 
百 从 直观 上 看 , 如果 把 拓扑 空间 看 作 一 块 有 弹性 的 橡皮 薄膜 ， 
那么 同上 旺 映射 就 是 将 这 块 斑 模 作 拉 伸 压 册 或 亏本 ， 伺 不 次 据 开 或 
粘贴, 薄膜 经 间 上 胜 映 射 后 ,形状 可 能 改变 了 , 但 两 者 的 点 与 点 之 间 ， 
开 集 与 开 集 之 间 是 一 一 对 应 的 。 

例 13 设 下 是 实数 集 , 带 有 通常 的 拓扑 ,(-1, 办 是 五 的 折扣 


* 


子 空 间 。 作 映射 了 是 
fle) = 训 3z， xzE(-1, 了。 


很 明显 ，f 着 从 【一 工 二 到 邓 的 同 胚 映射 ， 所 以 邓 和 《一 4, 1) 局 
及 。 | 

例 14 在 3 维 欧 几时 得 空间 成 ( 带 有 通常 拓扑 ) 中 ,上 半球 而 
六 = 人 py y, 习 后 开 | 二 只 主攻 = 了 z>0} 和 开 辐 益 DD= 1{(z, 2 2) 
Ez=0, 玉 二 久 <1 同 胚 〈 注 ， 怠 和 五 都 看 成 B 的 拓扑 于 空 
间 )。 这 是 因为 设 上 映射 了 :了 -8 是 1 

w=2, Y=Y, 3 下 二 帮 ， 

了 是 从 问 到 忍 的 同 吓 映 射 , 所 以 五 和 站 同 胚 。 

例 15 设 到 是 实数 集 ，zi 是 互 主 的 通常 拓扑 ，zrz 是 由 所 有 含 
0 的 开 区 闻 久 及 空 集 儿 组 成 的 拓扑 ， 则 ( 互 。z 和 ( 互 。za) 不 同 
王 。 


可 数 公理 和 隔离 公理 


这 里 ， 简 要 地 介绍 一 下 怎样 防止 拓扑 空 间 过 于 一 般 化 而 产生 
的 许多 很 不 细腻 也 很 不 正常 的 现象 。 作 为 一 个 拓扑 空间 ， 它 只 装 
备 着 满足 三 条 性 质 的 开 集 体系 ， 其 余 的 一 切 上 只 能 从 这 三 条 性 质 册 
发 , 当然 会 亚 得 不 够 细致 了 ,为 了 使 它 更 细致 些 ， 就 必须 另外 加 进 
一 些 公理 ,在 这 些 公理 的 限制 下 ， 空 间 的 性 质 将 会 变 得 更 好 一 些 ， 

可 数 公理 说 的 是 开 集 的 “数量 ?。 如 果 拓 填空 间 中 的 开 和 集 有 不 
可 列 无 限 多 个 , 问 能 不 能 从 中 进出 可 烈 个 就 通用 了 ,这 就 是 可 数 公 
理 的 作用 , 它 共 有 两 个 , 如 下 所 述 ， | 

第 一 可 数 公理 ”如 果 拓 扩 空 间 { 王 ,内 的 每 一 点 4， 存 在 可 
a 工 2, .), 全 对 仁 何 一 个 全 有 的 开 侍 玉 ， {0,} 
言 观 地 说 ,在 渍 中 第 一 可 数 公理 的 空间 中 住 高 固定 一 点 四 它 的 - 
印 域 (即食 有 的 开 集 ) 可 能 会 有 不 可 列 无 限 多 个 ， 但 总 可 以 选 出 


< 上 


可 列 无 限 多 个 就 足以 和 那 不 可 列 无 限 多 个 相当 ， | 

第 二 可 数 公理 ” 设 ( 工 , 人 7) 是 拓 外 空间 ， 如 果 存 在 可 列 个 开 集 
Otn= 了 ,2,,…), 使 得 任何 一 个 开 集 都 可 以 表示 为 {0,} 中 某 些 开 
集 的 并 ,就 称 ( 下 , 7) 满足 第 二 可 数 公理 (或 4 公理 )。 直 观 地 说 ， 
在 满足 第 二 可 数 公理 的 空间 中 , 其 开 集 可 能 是 不 可 列 无 限 多 个 ,但 
总 可 以 选 出 可 列 无 限 多 个 就 足够 了 ,例如 欧 几 里 得 空 闻 BR* ( 带 有 
通常 拓扑 ), 就 是 满足 第 二 可 数 公理 的 空间 (请 读者 征明 )。 

路 离 公理 说 的 是 点 和 点 之 间 , 或 者 点 和 闭 集 之 间 , 闭 集 和 闭 集 
之 闻 的 一 种 隔离 性 质 。 陋 离 公理 有 好 几 个 。 例 如 : 

豪 斯 多 夫 (Hausdorff ) 公 理 设 ( 和 , 7) 是 拓扑 空间 ， 如 果 对 
受 内 任何 两 点 wgy(w 志 四 ,总 存在 两 个 开 集 De。 和 Du,D-nDv = %， 
并 且 wE0。, YE Oy。 就 称 《 玄 ,7T) 满 是 这 斯 多 夫 公 理 (或 Ti 公 
理 ), 又 称 (及 ,Tf) 是 一 个 亲 尖 多 夫 裤 间 。 例 如 任何 一 个 赋 范 线性 
空间 一 定 是 豪 斯 多 夫 空 间 。 带 有 可 列 补 拓扑 的 空间 { 例 9) 不 是 豪 
斯 多 夫 空 间 ， 在 豪 斯 多 夫 空 间 内 如 果 点 列 % 收 敏 , 则 它 只 收 伍 于 

一 的 一 点 。 这 些 都 作为 习题 ,请 读者 自 证 ， 

除了 Ts 公理 外 , 还 有 其 他 的 隔离 公理 , 如 Tu, 了，Ts, 了, 等 ， 
这 星 不 一 一 叙述 了 ， 

在 拓扑 空间 上 加 进 可 数 公理 和 隔 崔 公理 的 限制 以 后 。 拓 扑 空 
间 的 性 质 将 有 所 改善 。 在 怎样 的 公理 下 会 改善 到 何 种 程度 ， 有 兴 
趣 的 读者 可 以 参看 任何 一 本 有 关 点 集 拓 扑 的 书 ， 这 里 不 人 介绍 
了 。 


拓扑 空间 的 度量 化 


在 一 个 右 范 线性 空 】 好 上， 中 范 数 1 1 可 以 产生 开 球 ， 

从 而 产生 开 集 ,因此 它 是 一 个 拓扑 空间 ， 反 过 来 , 如 果 在 一 个 拓扑 

空间 (了 ,人 上 可 建交 个 和 下] 1, 使 得 由 | | 产生 的 记 有 开 

集 就 是 Tt, 那么 就 称 拓扑 空间 ( 革 , 是 可 度量 化 的 。 任 何 一 个 拓 “ 

让 空 间 蚌 否 都 可 度量 化 呢 ? 管 案 基 否定 的 ，。 
例 16 设 革 = a， 0)}， T= ty 的 ， 到 1}， ( 莹 , 7) 是 拓 

» 9 。 


扑 空间 。 如 果 它 可 度量 化 , 设 范 数 是 | 1 又 设 lz- 加 =r>0, 作 
开 球 


oD 


多 {} 是 一 个 开 集 ,但 全} Ft 这 就 导致 矛盾 ， 
确实 还 存在 许多 在 理论 上 和 和 应 用 上 都 很 有 价值 的 拓 持 空间 十 
不 可 度量 化 的 , 但 已 超出 本 书 的 范围 ,这 里 不 作 介 绍 了 。 
习 是 

1. 设 4.8 都 是 某 拓 扑 空间 的 子 集 , 试 证 明 。 

(i) ACA G0) A=H i) AUH= AUB. 

又 : 4U 昌 是 否 等 于 加 门 B? 4 - 蝇 是 丁 等 于 有 4~ BB? 如 果 求 相等， 它们 
之 向 有 什么 关系 ? 

2 设 (XX 可 是 拓扑 空 间 ，LC 艾 ， 如果 4X， 就 称 .4 在 X 内 是 柯 密 
的 , 设 下 是 实数 集 , 装备 着 下 列 三 种 拓扑 : rl 十 通常 拓扑; 吉 是 可 列 补 折 朱 ; 
ra 是 所 有 含 点 0 的 开 区 词 以 及 室 集 组 成 的 拓扑 。 青 设 驴 是 所 有 帮 悍 数 组 成 
EE 

3 设 (了 ,可 始 ( 了 ， 呆 是 两 个 括 扑 空间 , :了 ->Y 连续 , 证明 对 关中 任 
何 紧 集 下，7 (天) 是 下 记 的 紧 集 。 

4. 设 ( 玉 ， 各 (了, Tt) 都 是 拓扑 空 间 , 了 ;下 过 了, 试 证 明 下 列 命题 是 等 
价 的 : ， 

(i) 了 在 XX 连续 ; 

(条 7Y 中 的 每 一 个 闭 集 Cf"1{C) 是 下 中 的 闭 集 ; 

fi 对 工交 每 .个子 集 4， (Dc 04), 

5. 没 { 久 , 克 ) 是 拓 站 空间 ,了 是 1 维 驳 几 里 得 空间 , f 基 > 六 连续， 天 时 
芋 中 的 一 个 紧 集 , 演 证 明了 在 太 上 有 最 大 信和 最 小 信 . 

呈 ， 设 (FE, ri) NY, re) 

Tr, 
称 1 是 从 芝 到 下 的 信 等 映射 , 它 连续 中? 先 了 使 1 连续 , 问 和 码 应 有 什么 
关系 ?并 结 出 1 连续 的 充分 和 必要 条 件 ， | 

7. 证 其 攀 几 里 得 空间 满足 4; 公理 和 了 公理 . 

8， 证 明 醋 苑 线性 空间 满足 .41 公理 和 人 了; 公理 。 还 潮 足 .4 公理 吗 4 

9. 证 明 在 豪 斯 多 夫 空 间 中 ,如 累 zz zo 有 则 = 和 
+ 100... J 


8$4.2 微分 流 形 


在 3 维 欧 几 里 得 空间 BB 中， 我 们 可 以 讨论 1 维 光滑 申 线 、2 
维 光 滑 曲 而 ;讨论 曲线 的 切线 和 曲面 的 切 平 面 ; 讨论 曲线 积分 和 曲 
面积 分 以 及 它们 之 间 的 关系 但 还 有 不 少 问 题 值 得 进一步 探索 ， 
例如 : (站 为 什么 要 在 断 鳅 的 前 面 冠 以 代 维 ”, 在 上 章 而 的 前 面 冠 以 *2 
维 ”? 从 解析 几何 和 线性 代数 的 观点 看 ， 只 有 通过 原点 的 直线 是 I 
维 的 ;通过 原点 的 平面 是 2 维 的 , 那么 工 维 曲 线 ，2 维 曲面 又 如 何 
解释 呢 ?(ii) 更 重要 的 是 , 在 理论 和 应 用 的 研究 中 , 并 不 限于 3 维 或 
3 维 以 下 的 欧 儿 里 得 空间 ， 那 么 在 更 高 维 的 空间 中 如 何 讨 论 光 滑 
的 * 几 何 体 ”? 如 何 正 确 宕 达 和 研究 这 些 范 滑 的 “几何 体 *"? 怎样 拒 
中 蕉 汉江 山上 曾 的 概念 扼 广 到 更 高 维 的 空间 其 至 更 一 般 的 拓 提 
空间 中 ? (i) 怎样 把 曲线 的 雪线 和 好 而 的 切 平 面 的 概念 拓 广 到 这 
旦 光滑 的 “几何体 ”上 ?iv) 如 和 合 定 久光 滑 的 * 几 各 体 *" 上 的 积分 ?使 
得 这 一 积分 确实 是 曲 绥 积分 和 曲面 积分 的 自然 的 拓 广 。 又 人 饮 如 在 
她 中 有 三 个 薄 名 的 公式 将 重 积分 .此 面积 分 、 曲 线 积 分 两 两 联系 
起 来 ;它们 是 格林 (Green) 公式 、 高 斯 (Gauss) 公式 和 斯 托 克 斯 
(Stokes) 公式 ， 那 么 在 更 高 维 的 * 几 何 体 ”上 定义 的 积分 是 否 也 有 
相应 的 公式 ?这 些 问题 徇 成 本 章 和 以 后 几 音 的 中 心 ,我 们 将 逐步 展 
开 研 究 之 。 
流 形 

先 考察 两 个 例题 ， 

讽 1 4.1 的 合租 给 出 了 下 中 的 上 单单 位 球面 请 = 《人 %， 
2 后 旦 20 二 后 二 各 二 1 50 和 开 加 盘 瑟 = {ry 0) EBs?+ 
22<< 卫 间 肘 ,而 开 回 堆 吃 显然 又 和 整个 4 维 欧 几 里 得 空间 同 有 ,四 
了 瑟 妨 和 吾 3 同 证 ,从 拓扑 全 的 观点 上 看 ,5S 和 RR? 是 一 样 的 ， 在 这 个 
意义 上 , 我 们 说 总 是 一 个 2 维 曲面 。 

例 2 设 8 是 下 中 一 个 球面 ,SS = {C2, Ys 2) ERB]w? 十 护 十 可 

101. 


= ， 在 访 上 装备 闭 市 BE 中 通常 拓扑 诺 导 出 来 的 拓扑 .SS 和 例 
1 中 的 举 球 面 不 同 , 它 不 可 能 和 B? 中 和 企 何 开 集 同 胚 ， 又 如 何 说 它 
是 2 维 的 呢 ? 

这 只 要 作 一 次 “ 卑 术 ”就 可 以 了 。 将 且 前 成 两 片 外 和 2， 51 
基 上 举 奸 面 {Cx gj 2) ER wv 十 护 += 0 ， 有 3 是 下 半球 


内 | Go, op 术 E Bo2+oP+o=as < ( 轩 和 0。 人 和 局 上 


的 拓扑 都 是 上 出 BR? 内 的 通常 折 扑 诱导 出 来 的 。 并 且 避 和 总 都 是 
开 集 ,它们 覆盖 了 5， 


图 4-1 


由 司 工 知道 5 和 平面 了 上 的 一 个 开 图 盘 同 且 。 在 医生 1 中 ,点 
N= 《0, 0, 9) 是 球面 六 的 北极 , 平 画 他 是 球面 访 在 南极 (0， 0，~a) 
的 切 平 面 ， 通 过 点 六 作 射 线 穿 过 球 负 8: 和 平面 好 , 设 交点 分 别 是 
型 和 站 扩 作 上 映射: 间 F> 避 ', 在 这 一 映射 下 容易 看 出 8 和 平面 上 
的 某 个 开 哺 盘 同 眶 。 

可 见 人 虽然 不 和 平面 上 的 任 杀 一 个 开 集 同 旺 ， 但 它 有 两 个 开 
集训 和 gs 组 成 的 开 材 闭 ， 每 一 个 开 集 都 和 平面 上 的 某 个 开 圆 盘 
同 肥 , 痪 名 话说 , 从 整体 说 来 , 5 不 和 BR 内 的 任何 开 集 同 且 , 但 8 
的 每 一 个 局 部 ( 开 集 ) 堵 和 B? 内 某 个 开 集 同 胚 , 所 以 我 们 也 称 尽 是 
一 个 2 维 间 面 ， 

将 它 略 加 抽象 , 就 得 到 流 形 的 概念 ， 

设 闪 是 一 个 拓扑 空间 ， 并 县 是 这 斯 多 夫 空 间 , { 吕 。} 是 歼 的 开 
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覆 善 。、 如 果 对 每 - ' 个 开 集 0 ， 联 系 营 一 个 映射 go: 一 了 了。 
是 名 维 欧 几时 得 空间 内 的 一 个 非 空 开 集 ， 也 本 以 不 入 假设 它 是 nn 
维 开 球 或 上 维 开 和 矩形 (图 4-2), 并 由 qs 是 同 肚 映射 , 即 Us。 和 下 。 
亲 有 是 ， 就 称 间 是 一 个 半 维 流 形 。 从 波形 的 定义 中 可 使 我 们 知道 两 
忻 事 ; 

(i) 型 虽然 下 是 欧 几 星 得 空间 , 但 是 它 可 以 “局 部 欧 几 里 得 容 
间 化 ”， 弄 的 每 一 个 局 部 0。 都 各 Br 中 的 一 个 开 集 了 同 胚 ， 从 拓 
扑 学 的 观点 看 ,Ua 和 六 相同 。 


d 下 
(ot) 
、_ Pe 

图 4-2 


(证) 如 内 的 点 并 淡 有 丝 标 ;但 可 以 安装 * 局 部 坐标 "， 由 于 UU。 
和 六。 同上 且 ， 它 们 的 点 写 点 一 一 对 应， 设 点 bpEUV。, 通过 同 胚 映射 
Pr 碟 名 鼎 射 为 ,中 的 点 zw 设 s= (vis …， 5)， 就 把 (zl 
4 看 成 点 旬 的 局 部 江 夭 ， 并 用 (21。，…， am) 来 表示 点 2 (图 4 为 。 

从 直 现 上 概括 地 说 ， 所 谓 n 维 流 形 就 是 可 以 局 部 (nm 维 ) 欧 几 
里 得 空间 化 的 一 个 拓扑 空间 ,其 中 的 点 可 以 安装 局 部 化 标 。 


微分 流 形 


在 % 维 流 形 土 加 上 * 微 分 结构 "就 成 为 微分 流 

设 耻 是 一 个 4 维 流 形 ， 这 表明 到 有 一个 开 萎 羡 {D7。}， 并 且 每 
一 个 T。 联系 着 一 个 映射 p。: Us。，9。 是 同 胚 映射 。 关 果 7。 
和 D 都 在 Us) 内， 并且 UenDps 0 设 pE DeNUs, 在 go 的 
103 。 


SS 


一 -大 ~ U 1 
pe | 1 | 
A 
f “ Sy 
~ yy, 多 一 一 ~、 
| 和 
四 ~、 {yg ) 
+ 
人 ~ 
‘~ J 
> 一 
图 4-3 


作用 下 将 点 映射 为 sg= ta， yo， 在 ga 的 作用 下 六 点 加 映 庙 
为 ys= (1 (图 43)， . 

闻 一 个 点 2 既 可 碎 用 坐标 2= (el 2 表示 ,又 可 以 用 举 标 
y= 表示 ,于 是 这 两 个 上 坐标 之 间 有 一 个 坐标 变换 式 , 即 

Pa pal PatUaf Ug) pa( Uo Up) 
FE= (Wis os Fa) = Ys Yn) 

映 庙 pae gz! 是 从 page 站 EN) 到 galUsN 几 0g) 的 双 射 , 并 且 又 是 
# 维 欧 儿 里 得 空间 内 的 映射 。 如 果 它 可 微 并 且 它 的 道上 映射 也 可 微 ， 
就 称 性 是 % 维 机 分 流 形 。 又 称 U。 是 付 标 邻 域 ，ye 是 坐标 映射 ， 
(Us ga) 是 举 标 图 ，{(U6， gc 让 是 好 的 坐标 图 而 。 这 好 比 用 一 本 
地 图 册 来 绝 示 地 球 表 面 上 的 地 理 枝 异 一 样 ,地球 表面 (近似 地 ) 是 
球面 , 它 术 和 平面 上 的 任何 开 矩 形 司 中 , 但 可 以 把 整个 地 球面 用 有 
限 个 开 全 来 覆盖 , 每 一 个 开 集 同 凸 于 地 图 册 上 的 一 页 图 ,后 者 就 是 
”平面 上 的 一 个 开 理 形 ， 这 样 一 本 地 贺 册 就 足以 袁 现 了 全 世界 的 地 . 
理 虱 界 ， 

刀 果 刺 证 一 个 站 维 微分 流 形 ， 对 一 避 Cs。N Up 了 的 a 和 局 
可 微 映 射 ggo wz EO*(ISE 汉 coo), 就 称 肝 是 n 维 0* 洲 形 , 今后 
”如 不 作 特 别 说 明 , 总 假定 必 是 Cr 流 形 ， 
例 3 单位 圆周 C= {Cw 儿 E 且 2182T 妇 = 直 ， 由 环 上 的 通 
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常 拓扑 诱导 出 OO 上 的 拓扑 。 考 虚 0O 的 开 覆 这 {01, De)}， 
Us= {C0, WD ER lw +=1, (we, 的 二 (1 0)} 
= {x, WE Rw=c0sd, y= sind, 0O<H<2r}s 
Us= {(w, WE Rv: t=1, (vw, DA-1, 0)} 
= tw HE RI lw =0e088, y= Sind, — HA<0 I}, 
Ui 联系 着 上 映射 Pi1s | 
pu U0, LR), (t, 2 = {008 0, sin bl- 日， 
Us 联系 善 映射 pz。 
Pai Us tn N,v, WH) = Co08 Or, gin -rs 
显然 , p! 和 ps 都 是 同 凸 映射 ,所 以 0 是 维 流 形 ， 
再 考察 
pa PT PUIN UD) po UN UUs), 
其 中 p(nN Us) = (0, x) U (x, 20), gatUNDs) =(-m 0)U 
(0, Xf), 有 
r= pep (0) = | 
-27, To, 
多 aeg1l 和 它 的 道 且 射 都 可 微 ,并 且 属 于 CQ” 所 以 QO 是 1 维 0" 流 
形 ， 
例 4 户 中 的 抛物 商 , 补 球面 , 柱 面 , 马 带 面 , 双 曲 面 . 车 胎 夯 
等 等 都 是 2 维 0” 流 形 。R* 中 的 单位 球面 名 = {Cw zw) E BBR"| 
1 0" 流 形 ， 
要 验证 这 些 事 实 虽 不 难 , 但 也 不 简单 ， 下 而 的 定理 I 给 出 一 个 
” 蒂 方 便 的 判别 方法 ， 


欧 几 里 得 空间 内 的 微分 流 形 


在 欧 儿 里 得 空间 中 ， 对 微分 流 形 的 陈述 可 以 更 直观 和 更 容易 
掌握 。 设 半 叶 R", (U6.} 是 Br 中 的 一 族 开 集 ,覆盖 了 半 , 如 果 对 每 
一 个 U4, 联系 着 一 个 同 胚 有 映射 p。 和 开 集 了 CR, 满足 

0) qo: Ua>Vas 叉车 Va 和 pa! 都 连续 可 微 (这 时 称 pa 是 
役 分 同 胚 )。 


a 5 +， 


Qi) gs 下 好 -了 E Br) gy = Wrz = "= 
y= OF t= Cle os BB Yrs Oo 0). 

就 称 导 是 名 维 微分 流 形 ，0U。s 由 是 并 的 坐标 都 玛 ， (的 
gr) ER* 是 点 z€ 性 的 局 部 合 标 。 叉 如 果 qa 和 Fa 都 属于 ” 
Cm 00)， 则 称 益 是 5 维 CO" 流 形 。 

显然 ,了 中 的 尾 何 一 个 开 集 必定 是 mn 维 O° 流 形 。 

定理 1 设 了 :Br=>B, 了 在 Br 连续 可 微 、 令 

M= {rE | =0}, 

、 本 af af 
又 被 了 的 导数 DF 在 1 内 无 零点 , 即 工 x 和 矩阵 (- 玉 说- ) 在 点 
zeE M 的 秩 是 1， 则 于 是 m- 工 维 微分 流 形 。 

证 明 设 m4 是 下 内 任意 一 点 ,不 妨 生 定 -总 一 (2o) 0， 作 映射 

PIR Rn = CFs Y= Ys Wn) 
其 中 妨 = 2 1 和 RR- 的 = 0 0] 

由 道上 喘 射 定 理 ,， 存在 含有 m 的 开 和 集 忆 和 含有 妃 = 了 {zo) 的 开 
集 让 ,使 得 pg:Z 一 F 是 双 射 ， 并 且 存 在 连续 可 微 的 北 屿 射 PT: 六 
->U, 
此 外 ， 当 TEN = (ee) =0, 所 以 

pvp:UNNM->V NN {i 人 = 个， 

这 就 证 明了 用 是 一 1 维 微分 流 形 。 证 毕 。 | 

利用 定理 1 容易 证 明 例 4 中 的 抛物 面 、 椭 球面 , 柱 出 , 马 蓝 而 、 
双 有 曲面 等 都 是 2 维 0" 流 形 ，EB?* 中 的 单位 球 画 是 nn-i 维 C" 流 
形 。 些 外 ,本 节 后 面 的 可 题 6 将 给 出 比 定理 1 更 一 般 的 结论 . 

例 5 设 肝 是 所 有 nxn 俱 阵 组 成 的 线性 空间 对 上 稀 个 44= 


(ey) eM， 定义 141 = | 党 为 o 作为 同 范 线性 空间 ，M 和 
Rw 是 同一 个 空间 。 令 

| GL(n, R= {AEN |detAs0}, 
则 GL(n, B) 是 放 中 的 开业 ， 这 是 因为 由 元 素 lly rp Gins Waly 
op on nly nn 组 成 的 行列 式 是 变 元 Br CS = 1, 2, rtp 
a 108 。 : 


7=1, 2, 人 的 连续 函数 ， 所 以 {AEM|dletH =0} 是 邓 中 的 网 
集 , 因此 GE(n, BR) 是 和 中 的 开 舍 ,于 是 它 是 吧 继 人 流 形 。 
鲍 6 设 1 是 平面 上 的 一 条 曲线 , 它 的 参数 方程 是 
子 ， 了 < 十 oo, 
st -| 
0， 
yoi = | Sin xt, lt< 十 oo 
二 十 马 ， 一 co<iss 一 上 
当 -1<#< 工 时 ， 对 应 的 曲线 是 任意 一 条 连结 点 (0, 了 D 和 点 (1, 0) 


的 光 祖 曲线 (图 4-44)，。 


-oo<fe—l, 


图 -4 


?上 上 的 拓扑 是 由 B? 中 的 通常 拓扑 诱 导出 来 的 ,7 就 成 为 隘 
的 一 个 拓扑 子 空间 ， 粗 君 起 来 1 似乎 是 1 维 微分 流 形 ,其实 不 然 ， 
它 并 不 是 1 纵 流 形 。 这 基因 为 : 如 果 它 是 工 维 流 形 ; 设 wo 是 了 上 
的 一 点 ， 它 在 4 轴 上 的 - 工 积 革 之 间 。 在 拓扑 空间 了 内 点 ww 的 邻 
域 如 图 4-5 所 订 , 可 以 证 明 它 不 和 直线 上 的 任何 开 集 同 坚 , 这 为 什 
么 ?请 读者 考虑 (作为 习题 ). 


按照 微 代 流 形 的 概念 再 回 过 来 看 如 中 的 光滑 曲面 S, 设 U 
. bd 101» 


旬 4-5 


是 访 的 一 个 学 标 邻 域 ,VY 是 相应 的 举 标 映射 ， 
PU 
(Cw, Ys A CW VO), 
这 就 是 说 ， 在 曲面 8S 的 一 个 局 部 范围 品 内 给 出 了 它 的 套数 方程 
pm"1, 即 
w= OD Y= 0 = ), 

其 中 (人 EV， (Co 2 EU, 

微分 流 形 上 的 坐标 变换 有 下 面前 性 质 ， 

性 质 设计 是 % 维 微 介 流 形 ，{(U6， po)} 是 坐标 图 册 ， 当 
UN Ug WB 时 ,有 


det Dppe gi!) = 0, 


(13 "ss Tn) Fa EC。 作 Ung). 
即 微 分 流 形 上 的 举 标 邻 域 之 间 的 坐标 变换 的 雅 可 比 行 列 式 乱 堆 
虑 ， 
证 明 因为 (pao qzDo(gpr pz) 是 从 watUsnUp) 到 自身 的 
恒 等 喘 射 , 所 以 


OC, ++, Yo) 1 pn) 一 卫 
[7 0 Ol 2 ” 


和 8 。 


由 此 即 得 detDCgppo pa!) 不 0。 证 毕 。 


定 襄 


?中 的 阳 面 可 以 分 为 两 类 ， 一 类 是 双 侧 曲面 ， 另 一 交 是 单 
仙 曲 面 。 便 如 球面 、 抛 物 面 、 车 脸面 等 都 基 双 侧 幅 本 ， 件 比 乌 斯 
CM6biug) 带 是 单 侧 戎 面 。 现 在 将 这 一 概念 扣 广 到 流 形 上 去 ， 

设 了 是 sm 维 微分 流 形 ，{(U。 ps》 是 它 的 坐标 图 中 ， 对 于 
0D。NUg 丰 多 的 餐 一 对 oa,8B, 奉 标 变换 

pa Ppa!l: PalUs NN Up pa( Ua NN Usp) 
w= ms ta) CW Wy) 

的 雅 可 比 行列 式 如 果 恒 正 , 即 


>0， (1 "is mEU NUp, 


就 称 虹 是 定向 的 徽 分 流 形 。 
例 邵 五: 中 的 二 维 光 猎 项 面 久 可 以 用 了 和 Ta 覆盖 ， 在 泽 标 
图 (C-，yp=) 内 ， 贡 面 总 表示 为 
m= ws ,YY Y= YH), 
其 中 (ws y, 2) EVs， (us 可 Epo(I)， 它 的 单位 法 向 基 是 
人 
”Toxyo 
和 (ay Yus zu 
= (gos or to)。 
在 举 标 图 (Up， pg) 内 ,曲面 S 震 示 为 
w= ,Y= Ys ,=408, $), 
其 中 (tz, 9 六 EDe， (G8, 拉 E pst0g): 它 的 单位 法 向 量 是 
的 二 TT ， 
[7 xr 
T= (ws Yes Ls) 
T2= {res Yes Ze)。 
由 pr%2 1 建立 了 从 (Cw, 仍 到 (8 疏 的 淮 标 变换 


8 二 8{ v), t= 克也 D), 


和 


变换 的 雅 可 比 行列 式 是 中 2 的 ， 在 这 一 变换 下 , ruxre 和 roxm 
有 下 面 的 关系 
_ Oly, 2) , az lt) ;, Bf2， Y) 
TuX Tu™ (es ©) ?+ A(u, |) + fo， vi 
_ 6(s, 1) Bf 2) ,, Als, w) . 
Bu, “88, 人 Bt 
全 (他 ，2 _ ars, t) 
+ 
旭 果 区 人 区- >0, 即 曲面 有 是 定向 的 ， 这 表明 DU 中 的 法 方向 和 
Ug 中 的 法 方向 是 一 致 的 ， 避 者 说 在 定 高 的 光滑 曲面 上 ， 当 法 线 沿 
闭 曲 而 上 的 过 续 闭 曲线 变动 一 周 后 回 到 原 洲 的 位 置 时 ， 法 线 的 方 
向 和 原 米 的 方向 是 一 致 的， 
例 7 诺 8={(z, vy, ERI 如 于 党 1Y， 考察 入 的 六 个 
举 标 邻 坡 
UT = (op， Y, DENIs>0, 坐标 是 Ys 
UT={(e, 9 2 ESIr<0)， 坐标 是 z, 9 
Ui= {(r, yy, 2 EIIy>0)， 模 标 是 z, co 
Us:= {C2 Y, ENYADO}, 污 标 是 z， EE 
Us§= fc， YY, 2) EN:>0}, 坐标 是 TT Ys 
Us= 《rr 9 DEST YL 标 是 ¥, zx。 
(上 华 标 系 的 选取 服从 右手 法 则 ), 在 UTN U0 内 , 举 标 变换 是 
全 v1- 2 
z=#, >0, vy>0, | 


Tp 


一 一 此 
ot VI YI 
人 1) | 1 0 vi— 


在 UTN 03 内 ,坐标 变换 为 


人 2 
z= Vv I wm>0, 2<0， 
11 | 


在 UzN Us 内 , 些 标 变换 为 


{22” 
z= -V {PR yc0, zc<0, 


OE, 2) ° 
tm yy 
vie Vie | 
= ~” 
VV 1-y—w 


站 UiNUz ID 内 可 作 同 样 的 讨论 。 由 此 可 见 六 是 定向 
的 微分 流 形 . 


流 形 上 的 可 微 函 数 


设 六 是 n 维 O” 流 形 ， 坐 标 图 册 是 【PP。。，pe) ,和 是 下 中 的 
一 个 开 集 , 它 不 一 定 是 坐标 邻 域 , PEGQG。 又 设 产 人 一 RR, 何谓 子 在 
点 可 微 ? 何 谓 了 在 人 可 微 ? . 

考察 fo。pz1!， 它 是 定义 在 wotGNMU。) 上 的 实 信 也 数 ， 而 
Pa 全 人 Uo) 是 BR" 内 的 一 个 和 开 集 ， 因 此 opz! 是 nt 元 实 值 函数 
设 %= patD), 即 = (gts 后) 是 点 加 的 局 部 殖 标 ,如果 fo oz 
在 点 2 可 微 , 就 称 了 在 点 了 卫 可 微 。 如 果 耻 在 每 一 点 PEG 可 微 ， 称 
了 在 时 可 徽 { 图 46)。 

自然 会 产生 一 个 问题 如果 pEGNU, 同时 pEGN Us, 利用 
坐标 图 (Us。, Ps) 定义 了 了 在 Pp 可 微 即 fmxzl 着 4$ 可 微 ,那么 在 化 
标记 【Ca， mp 上 且 内 设 2= pp(PD)， fogzl 是 哲也 在 点 引 梧 微 ? 换 人 多 
话说 可 徽 性 大和 否 和 局 部 党 标的 选取 无 关 ? 由 

了 031= (f° pa)° (pa psa!) 


-111。 


图 4-6 


知道 当 fpzi 在 点 可 微 时 ，fo。pF! 也 在 点 可 微 。 所 以 可 被 
性 与 忆 部 举 标 的 选取 无 关 ， 

在 上 面 的 定义 中 , 如 果 了 在 他 林 微 ,并且 每 一 个 了 ogzlEC 
就 称 了 是 C 的 , 记 为 了 EOM( 当 然 这 要 求 让 是 C” 流 形 )， 同 样 可 
以 定义 了 EO*, 即 副 是 0 流 形 ,同时 每 一 个 J*palE0*, . 

例 8 商人 访 是 了 i 中 的 单位 球面 ,在 SS 上 定义 了 一 个 实 值 卫 数 
,P= (wos Yos 20) 是 SS 上 的 一 点 ,VU 是 售 点 名 的 坐标 分 域 ， 坐 标 
上 映射 是 Pm， 再 设 


p71: (us, OY (wo Y, 2) 
snyceosv Y=8iny ginv, 
2=008% (OuULA OLoPL2A),. 
叉 设 (tg, V9) = 思 (eos W620) 则 
f°op- lus 0) = FSin ww eos YW, Sin wainv, cosu), 
由 流 形 上 英 数 的 可 微 概念 可 知道 ， 如 果 了 作为 4 呈 的 函数 在 点 
{any 90) 可 微 ， 祝 说 了 作为 8 上 的 画 数 在 点 p= (wm0，, 和 妨 ; 0) 可 微 .。 


急 向 量 和 和 切 空间 


怎 大 把 RB? 中 光滑 曲线 的 切线 和 光 谓 曲面 的 切 平面 的 概念 拓 
=- i 


的 切线 。 求 切 钱 基 和“ 求 导 ? 紧 密 联 系 的 ， 设 了 是 平面 上 的 一 条 光 
滑 曲 线 , 它 的 方程 是 = 了 (we)。P= (wows 9) 是 了 上 的 一 点 * 求 曲线 


2 在 点 也 的 切线 的 关键 就 是 求 函 数 了 在 点 m 的 导数 也 了 | , 现 
在 我 们 把 - 史 | ， 看 作 一 个 陵 射 ， 它 作用 在 务 数 了 上 就 获得 一 个 实 


数 .名 7 | ,这 个 实数 就 是 曲线 y= 7(z) 在 点 了 的 切线 斜率, 它 表 


征 着 切线 的 方向 。 
用 数学 的 语言 写 下 来 就 是 ; 设 五., 是 所 有 在 点 m 可 微 的 函数 
组 成 的 空间 , 带 有 通常 的 函数 的 “加 *、“ 数 乘 ” 和 “ 导 * 的 运算 , 即 
(fF + (8) = FE) tI) 
(af) (ew) = af (tr), 
(fq) (vw) = (9 (0), 
-和 作 有 映射 ( 它 是 在 点 wo 求 导 》 


他 

和 Ef|.， 

由 求 导 法 则 知道 , 它 满足 以 下 两 个 性 质 ， 
人 线性， 


咎 9+9 | - 芒 川 .+ 名 中 


后 Cap = 人 7 (a 是 实数 )， 
(i) 莱 布 尼 艾 (Lcibniz) 浴 则 ， 
2 Go9)| =f (en) | rgleo) 全 了] 。 


反 过 来 , 如 果 有 一 个 映射 
ph eB 


bE 


满足 
= 1 


“1 线性 : pF) = pf) + PD, 
pilaf) =ag(f), 
(让) 荣 布 尼 芯 法 则 
pffg) = Fr yg) g(r) Pf), 

那 必 这 个 8 是 罗 一 定 是 求 导 ? 

对 任何 EF; 将 它 展开 为 

了 (om = f(r0) + Cw — wo) 9 (v2), 

其 中 


主 一 全 和 


A THE pao 
oo-| 


dr i | * 氏 二 出 0 
由 外 的 线性 和 荣 布 尼 菩 法 则 
p= PFE + Co — vo) + pr Zo gro) 
= (fr) +t PR my) — Po) Y Cro), 
辣 由 药 布 尼 淡 法 风 知 道 , 对 常数 函数 1， 
Ppt) = p11) = 00) + p11) = 2901), 
记 以 vp(D =D, 于 是 对 尾 何 常数 函数 c 
po) = 人) =0, 
代入 FPC),， 有 
ELLACOE LOGE 
P(t) 是 一 个 常数 ; 它 与 了 元 关 , 只 有关, 记 它 是， 所 以 
v=af|， 


这 家 明 映射 ”作用 在 任何 /EF.。 上 ,等 于 求 导 a -| 作用 在 
土 , 即 


Pa 总 |.. 
[2 


系数 a 是 一 个 与 了 无 关 只 与 有 关 的 常数 。 这 又 说 明 所 有 这 种 
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组 成 一 个 二 维 的 线性 空间 , 此 是 六-| ， 每 一 个 这 样 的 作用 在 
fED, 上 ;使得 到 助 线 y= 了 (@) 在 点 (zo; 《eo)) 的 切线 方向 ， 称 
中 是 所 商量 。 | 

”” 切 向 量 ? 是 一 个 满足 线性 和 莱 布 尼 艾 法 则 的 映射 ， 读 者 也 府 
会 觉得 不 太 自 然 ， 因 为 我 们 习惯 于 把 向 量 看 成 是 有 方向 和 大 小 的 


” 量 , 而 不 是 上 映射。 其实 ,把 它 看 作 映 射 焉 许 更 自然 和 有 有 力 。 例 如 在 


童话 故事 中 人 们 把 金 则 珠 宝 看 作 财富 , 人 “点 金 术 ” 也 是 财 窗 , 映 射 
9 就 是 “点 金 术 ” 把 它 作用 在 任何 可 微 西数 上 水 得 到 一 个 切 向 量 ， 


-那么 把 P 称 为 切 向 量 不 是 也 很 自然 四 ? 这 好 比 你 愿意 背 一 大 框 金 


银 球 宝 现 ? 还 是 原意 掌握 * 点 金 术 " 呢 ? 
现在 ， 我 们 将 这 一 基本 思想 运用 到 微分 纺 形 上 。 设 划 是 % 维 
0” 流 形 ，PE 履 ， 凡 设 Fp 是 所 有 在 点 了 附近 有 定义 并 且 在 乡 可 
微 的 函数 组 成 的 空间 ; 带 有 下 烈 的 * 加 ”、“ 数 乘 ? 和 “* 季 ”的 运算 ， 
{fF + Dp) = Fp) + YD), 
(mf) (Pp ) = ef Cp), 
(Cfo) PD) = FPDP). 
设 申 射 
q: FR 1 
满足 (切线 性 : 人 的 =9C 站 二 99 
Paf) =aptf), 
(i) 药 布 尼 菠 法 则 : 
PAFO = FD PO to PP. 
就 称 外 是 到 在 点 名 的 一 个 场 向 量 ， 所 有 这 刹 加 组 成 的 空间 称 为 村 
让 点 的 扎 室 间 ， 记 为 了,， 其 中 的 “加 ”各 " 数 乘 ” 是 ， 对 任何 
EFps 任何 P22EYTr 以 及 任何 实数 w， 成 立 
{prt Pa = pf 4 ph), 
HSX = op 了) 。 
装 符 了 上 述 4 扣 ?和 和 “ 数 箭 ?之 后 ,了 是 一 个 线性 空间 。 那么 则 具有 
管 样 的 形式 ? Ty 的 基 是 什么 ? 
.116。 


定理 2 切 空间 了 Ts 是 +" 维 线性 宅 间 ， 在 给 害 的 上 败 标 菜 (ze1， 
"ys te) Fy 官 的 萎 蚌 | 


9 | 2 
想 » 要 Br， x n 


其 中 加 = ( 帮 ，…, 夫 )， 它 是 点 的 局 部 坐标 。 每 一 个 切 向 量 9 都 
可 以 用 吉 -| (= 1 2，…, 由 线性 表示 出 ， 


| 本 
. 一 ~ + 
人 ol Om1 tn + “ Er, 下 


证 明 设 (Co, pa) 是 从 标 图 ，PEU。 对 任何 了 E Po， 了 在 
点 多 可 微 , 即 了 gzl 在 点 ze 可 微 ， 为 了 使 记号 简单 起 见 ， 我 们 把 
frqa! 仍 提 记 为 了 将 于 展开 : 


fe) =f (0m) + om) ge), 
其 中 9 在 点 m 的 值 是 
gw) = 起 ; f 
切 向 最 9 作用 于 f, 得 
pf) = pf (v0)) + Pe- od (9) + Do — sf) gn) 


时 
在 


= pf (00)) + Doo) glen) ~ Poo gee0), 

由 莱 布 尼 芯 法 则 ， 
Pl) =p1D =¥D + oD), 

所 以 8 (0D =0， 从 而 对 任何 常量 画 数 6，w (0) = 0。 

vf) = ov) gm) = Pp ms) Rf | » 

Ee t=l Tr EF 

记 = pv) (6=1， 2,…, m2), ww 与 了 元 关 。 它 们 是 由 确定 的 , 
则 对 任何 了 EF。， 


2 C 如 
ep( 记 -= 为。 元- 了 | ， 
即 
*“ 118 。 


这 表明 切 向 量 9 是 -只 -| ，G= 了 2，…， 中 的 线性 组 合 ， 

而 每 一 个 5- | ， 是 满足 线性 和 业 布 尼 获 法 则 的 ， 因 此 
如 |。 是 一 个 切 向 量 . 

再 证 明 - 吉 -| ，，… - 闫 |。 线性 无 关 。 设 存在 一 组 实数 ol 
“ty Ons 使 


全 避 
一- :er 二 i ， =0, 
和 rl EF 名 Da， Tp 


《 右 端的 0 是 0 映射), 将 它 作用 在 画 数 x 上 : 


2 = 
te + 翅 -| )e) =0 人 


“zr | 
得 a=0, (= 二 2，…, 中 ,所 以 世 |，，… 总- | .线性 无 关 ， 
这 样 便 获得 定理 的 全 部 结论 。 证 毕 。 


号 题 


1. 证 明 开 区 间 是 1 维 流 形 , 闭 区 间 示 是 1 维 流 形 。 
2， 证 明 上 半 匆 面 = + 坊 , z 之 0 是 2 维 流 形 ， 但 整个 欠 轴 不 是 2 锥 


3.。 证 明 R? 中 的 抛物 面 , 马 鞍 面 , 梢 球面 . 双 盟 面 、 柱 面 都 是 2 维 CU" 流 


4， 证 明 例 6 中 的 曲线 ! 不 是 1 维 流 形 . 
5. 设 SL(n, 及) 是 所 有 行列 式 为 1 的 nx 4 短 降 组 度 的 集合 , 对 4= 
(os)ESLCn, R), 定义 Hi=( 旺 总 吧 ) “证明 SL(n, RR) 是 避 -1 
维 C" 流 形 . 
6， 设 了 是 从 R" 到 RR 的 连续 可 微 胰 射 , M = {5E R"| f(z) =0}, 又 变 
Df 在 点 =E MM 的 秩 是 hh<n。 证明 MM 是 4 上 维 向 分 流 形 ， 
ssAITs 


7， 证明 毅 = {x #4 EE REX 六 = 1 +W=1} 是 2 维 微分 流 


8， 葵 汪 平 加 二 的 单位 图 见 C= {Cz 办 12*+ 扩 =13 是 定向 的 流 形 ， 并 
说 朗 才 几何 瘟 尖 ， : 


»118 


于 


第 5 章 微分 形式 和 外 微分 


$5.1 外 “ 积 


外 积 是 一 种 代数 运算 ， 它 具有 祖 当 直观 的 几 箱 背景 。 本 他 的 
中 心 是 从 给 定 的 线 竹 空间 上 出发， 构造 出 一 个 新 的 线性 空间 ， 使 后 
者 不 权 具 有 线性 空间 的 代数 结构 ， 并 且 还 具有 一 个 新 的 代数 运 
算 一 一 外 积 , 为 即将 引进 的 激 分 形式 作 准 备 ， 


直观 的 几何 背景 


这 不 是 严格 的 论述 ,而 是 借助 了 几何 的 直观 ; 次 我 们 提供 一 个 
背景 和 村 料 , 启东 我 们 如 何 尖 思考 和 去 发 现 ， 
在 8 维 欧 几时 得 空间 关内 , 设 癌 量 
克 ! = 全 1 二 十 弛 13 和 十 19 闪 ， 
Wa 一 dad 22 + Goak, 
a= Gd dnd + ask, 
并 假设 ly gz，as 线性 无 关 ; 那么 
= {rE Rg = 060+ mons + ons Oo ms, oa El} 
就 是 由 向 是 ti， Gas ts 张 成 的 平行 6 面体 (图 和 1)。 在 61, 82 @3 
之 闻 引 进 一 个 运算 八 如 下 ， 
| Hil 12 a | 
TN/ = Gas Qa ， 
al 他 32 a! 
由 解 斩 交 何 知道 :was 和 as 的 几何 意 浆 是 扩 的 有 加 容积 。 记 
亩 “有 阅 ? 是 指 这 个 余 积 是 带 布 正 负 呈 的， 在 给 定 的 服从 右手 法 则 
的 笛 上 趟 玫 直 第 坐 栋 系 内 (这 就 是 通常 的 光标 系 ), 当 1 ez， es 的 顺 
许 服 从 右手 法 别 时 ， 上 述 窜 积 带 止 号 否则, 当 el ea 3 的 顺序 
+ 119， 


.服从 诺 手 法 则 时 ,容积 带 负 号 。 
容易 用 出 运算 八 服 从 下 列 法 则 ， 
(1) 重 线性 , 在 gaz 人 as 中 ,如 
” “ 暴 某 一 个 向 量 ( 例 如 ez) 是 其 他 向 量 的 
黑 5-1 线性 组 合 (例如 wz = 有 +Yc, 5、c 是 向 
量 , 及 ?是 实数 )， 对 和 
a (B+ Yo) NG = BCarABAa) +r{a N\ANa). 

(ii) 反 交换 性 ! 在 gigsAms 中 ， 人 性 何 两 个 向 量 交换 之 后 符 

号 相反 , 即 


liAazA aa = 一 NaiNas, 
maaA em = 一 cea 人 al 
/NN = — oN /Nes, 
由 (ID 又 知道 ,在 etaaAas 中 如 果 有 两 个 向 量 神 辐 , 闭 妈 
Wim NG = 0, . 
例 1 设 e，o， oa 是 如 内 一 组 基 ， 它 们 不 一 定 正 交 ， 叉 钠 
tls tz G3 是 六 内 的 三 个 向 量 , 在 若 抽 ;和 2s， 63 下 冤 孙 为 
1 = 人 TI81 十 E16 1393 
te = A181 + a2ge + (3383s 
Ha 一 318] + Ha262 十 (3363s 
由 运算 八 的 重 线 姓 和 上 反 交 换 性 ,经 过 直接 计算 , 立即 得 到 
| ett en 413 | 
a NT Na = Bi/\62/\88, 


tal fr2 Gey 


fal faa Fag 
对 这 一 等 式 作 一 番 几 何 的 解释 是 很 征 得 的 ， 上 式 的 左 庙 窒 示 
由 1 52， 93 所 张 平 行 6 面体 的 有 向 容积 ; 右 映 的 el 62,s3 是 册 基 
向 基 eezy 53 所 张 平 行 6 面体 的 有 和 疝 容积 ， 行 列 式 是 这 两 个 容积 
之 闸 屁 有 答 导 的 比例 系数 ,行列 式 符号 为 正 ， 则 wy， oa， es 拓 须 序 
条 sl eay 93 的 顺序 是 一 致 的 ， 例 如 部 服从 右手 法 由 ， 或 都 服从 顽 
手法 则 ;行列 式 符号 为 负 ， 即 ol，aay as 的 须 译 和 eiy 52, 53 的 顺序 
相反 , 其 中 一 个 服从 右手 法 则 , 另 一 个 服从 左手 潜 则 。 
,390 。 


例 2 设 ayer's 基 型 内 的 一 组 基 . 又 设 
HL 06 十 G1282 十 好 13689 
a= E21 十 Wal 十 二 23G39 | 
在 sl 和 as 之 间 引 进 运算 八 ， 要 求 它 满足 重 角 性 和 反 交 换 性 , 那 
各 
Hi Nd = (W181 + lg isds) /NN CorBy + 下 23862 十 £2303) 


dl la . [4 
= 1/ N62 + ea es 
it 2 zs2 do 
lg 1 
+ . eel. 
.Ga 全 21 


对 这 一 等 式 作 几 何 解释 也是 很 有 意义 的 。 在 型 内 我 们 把 el， 
say 6 看 作 尘 标 向 量 , 并 由 它们 产生 坐标 平面 ， 例 如 mes- 面 就 是 由 
坐标 癌 辕 et、e@a 产生 的 平面 ( 即 包 含 61 和 ea 的 平面 )， 记 ,tz 张 
成 的 平行 四 边 形 是 4, 妈 

A= {weEBRIE= Gt wom Da El}, 

卉 在 gi8s- 曾 上 的 投影 记 沟 dts， 由 在 ezes- 面 和 eer 面 上 上 的 投影 
分 喘 记 为 dz3 和 和 A431， 这些 捞 影 都 是 平行 四 边 形 或 退化 为 一 条 直 
线段 , 等 式 右 端 各 项 下 示 44 在 各 坐标 平面 上 的 投影 面积 ,例如 第 一 


项 是 投影 412 的 有 向 而 积 ， 它 是 用 带 符号 的 比例 系数 | “| 


tal eaz | 
溢 以 61、6 生成 的 平行 四 边 形 的 有 向 面积 来 表示 的 。 比 例 系数 的 
符号 是 这 样 确定 的 ， 如 我 们 取 坐 标 ar、sz 的 顺序 是 正 疝 [如 同 我 
们 在 管 卡 几 奉 标 系 内 取 x 的 顺序 (w 在 前 ,9 在 后 ) 是 正 疝 一 样 ]， 
那么 当 向 量 etas 在 ae 熏 面 上 的 投影 为 af 和 友 ( 它 们 都 是 向 量 )， 
三 由 2 所 张 的 平行 四 边 形 内 部 从 el 旋转 到 号 时 ， 甘 旋转 方 同 
和 和、 62 的 顺序 一 致 ,那么 比例 系数 的 符号 是 正 , 这 时 投影 44z 的 
符号 也 是 正 的 (图 5- 儿 ;否则 ,符号 为 负 。 

将 远 算 八 所 服从 的 重 级 性 和 皮 交 换 人 性 作为 出 发 点 ,加 以 抽象 ， 
恒 得 到 外 积 的 概念 。 - 


1 


稻 $2 


外 积 : 格 拉 斯 曼 代 数 
度 吾 是 实数 域 ，7 是 mw 维 实 线性 空间 ，V 中 的 元 素 用 沁 b 替 
示 ， 基 是 81s Cay py eny 对 下 = 门 ， 1, 2, *,, my 我们 构造 实数 域 上 新 
的 线性 空间 Ar 如 下 ; 
当 %=0、1 时 , 定义 
A = R, Ali=, 
定义 A 是 由 所 有 形 如 
Fa CN) 
的 有 了 根 项 的 和 式 组 成 , 其 中 心 及 ; Wn,EF， 并 要 求 八 满足 下 剂 
条 件 ( 其 中 @is oz E BB Wa v1 v2, DEVD): 
(i) 重 线 性 ， 
(oI TF ota NY = GWAN YD) + CW NV) 
WAN t Gad) = ICAO + tal WN Va), 
Ui) 反 交 换 人 性 : 
BAND = 一 和 AN 
ii) %Aw= 0, 
wise 称 为 是 如 各 的 个 积 (或 容积 )。 如 果 旭 非 独立 ， 设 
二 og 则 


a 只 。 


WAD= aAY) =D。 
在 给 定 的 一 组 基 el ez，…，e 之 下 ， 设 
“=are, v= 疡 Bet 
则 
wo- (oe) 人 A(t) 
= 名 oPy C/N\ 0s) 


注意 到 se61=0, eyAer = 一 ee 于 是 ， 
W/L = 名 (opB， — osBi) er Nes, 
由 此 可 见 4 中 元 素 的 标准 形式 是 下 列 外 积 的 线性 组 合 : 
a/Nes (laidc jn), 
A 的 元 素 称 为 是 2 乞 形 式 (并 分 别称 An 和 A! 的 元 素 是 0- 形 式 和 
二 形式 ), 这 就 是 说 , 线性 空间 A? 的 越 是 et/\e， (1<i< jn), A 


的 维 数 是 { 了)= 2 也 ， 其 元 素 的 一 般 形式 是 
2 atyei er {on ER). 


1<isf<n 
一 般 的 ; 可 以 相仿 给 出 A” (2< < ， 它 是 由 所 有 形 如 
open 人 AN . 

的 有 限 项 和 和 式 所 组 成 , 其 中 osE 呈 ，94…，Dis 人 VY， 六 浦 足下 
列 条 件 ， 1 

(i) 重 线性 ， 

DAN A AO FV AN NN 
= QA NN Vt AN AD /Ni 

其 中 ay 二天 

(i) 反 交 换 性 : 

vA NV A A ey 
= A ADA A 
i》 如果 在 2,，…， Ys 中 有 两 个 元 素 相同 , 则 


DA = 0. 
在 给 定 的 基 81; 62， "se 于 ，P 中 下 全 元 由 Ds yD 的 外 


积 是 
PN NY = 2) Br fe NN Epes 


1 
其 中 Bymns ERR. 
可 见 名 的 基 是 
B/N A 《二 


oo en 


(mw 是 实数 。 这 一 形式 称 为 下- 形 式 。 
当 p>n 时 ,04 八 … Avis 必 为 0, 这 是 因为 v6,(1 所 "2pD) 用 基 
#1 62， 5% 级 性 表示 之 后 ,将 外 积 人 ,和 八 … 人 ws 展开 ,展开 式 的 每 
一 项 es 八 …A 人 er 人 D> 引 中 至 少 有 了 两 个 元 器 是 机 同 的 , 所 以 等 于 0。 
当 pP=n 时 , Ar 是 1 维 线性 空间 , 基 基 eyes 八 …Aes， 其 元 素 
.的 标准 形式 是 
opl es 八 …A 人 ee。 aE). 
到 这 重 汶 止 ,我 们 从 线性 空调 耻 出 发 ,定义 了 一 列 新 的 线性 空 
闻 As(1s8ssm， 并 在 每 个 A* 内 定义 了 外 积 。 现 在 再 在 A* 和 As 
之 闻 (9z1，ge P+g 守 m0) 定义 外 积 八 , 设 4 是 一 个 形式 ， 7 
是 一 个 g- 形 式 , 定义 mA 八 1 是 (P+ 四 -形式 , 即 
ANrArx ArrAre 【人 十 2 人 
(0, DoANY, 
A 荐 将 @ 和 ?各 眼 用 其 表示 后 再 作 八 运算 。 
对 任何 实数 <%( 即 sE49 和 任何 形式 @, 定义 Bao=oAaz= 
nw@， 基数 a 著名, 
倒 3 设 
站 = As1+ .Bes + Oes {~ 形 袜 )， 
= Pez/N\ea + eesAael+ Bees (形式 )。 


四 


经 过 直接 计算 得 
四 人 人 = CAP+ BA OR)e Ne Nes. 


外 积 又 具有 以 下 性 质 ， 
性 质 1 设 台 是 形式 ;1 是 9 形式 ,DT 了 寺 ， 那 各 
OA = (~ nA. 


证 明 ”出 短 积 的 重组 性 ,只 要 证 其 
四 Ne 
习 =efA Aero 
的 情形 就 可 以 了 。 这 时 
OA = (n/N Nem NN (en NN ege) 
= C— 1 Ne NN /Ne NEN /Ne 
= (De Ne Ne /AN /New/ Ne AN AN ep 


= 一 ?en er /Ne AN NG, 证 毕 
性 质 2 设 
Di= nei Tnen =1 2 ) 
那么 
| G44 站 
mu 人 /on= 下 | sa ‘en /N A Gr, 
[om Umi 
特别 是 , 若 mr =m， 那么 
dl ois 
VA = i 12 ANen, 
Ol on | 


证 明 为 书写 方便 起 见 , 不 兴 一 般 性 , 设 n=3, z 三 2 这 时 
D1 = RL + 多 1282 十 C136gs 
Da = W261 avd2 十 C23639 
通过 直接 计算 即 得 
» P28e 


好 [1 12 trz G13 
di/N\ Vs = B182 十 ezA as 
{Cal 2 全 22 Ug 
G1 13 
+ B81/ N83 证 毕 
dal G29 


最 后 , 在 线性 空间 A*(%=0, 了 ,2，…;m) 的 基础 小 构造 一 个 
更 大 的 线 人 性 空间 生 , 它 是 AY, i!，…，A" 的 直 和 ， 
让 二 和 由 0 二 由 I 二 十 点 m 
即 入 的 每 一 个 元 素 亿 都 可 以 表示 为 
= Wot WIT 
其 中 ok EA'， 并 且 这 一 表示 是 唯一 的 ， 在 和 内 不 仅 具 有 线性 空 
间 的 代数 和 结构， 而且 还 带 有 外 积 ， 称 A 是 由 玉生 成 的 说 拉 斯 喝 
《Grassmamnn) 代数 。 它 包含 了 瑞 个 实数 域 和 线性 空间 下。 作为 线 
性 空间 , A 的 基 是 
1, 81， 8B2s *'*， Bns 
、 Bn/ 和 NE 引 攻 和 放生 和 1) 
BA 人 EA 


eA A 人 再 二 所 和 二 和 


ees 八 . es 和 
它 的 维 数 是 


| + + (1 +1)"=2n, 
行列 式 


可 以 用 好 儿 种 不 同 的 方式 来 定义 行列 式 ， 倒 如 一 个 常用 的 方 
式 是 先 纵 出 呈 xm 守 阵 ,二 = (epyebamy 然后 定义 全 的 行列 式 
是 一 个 实数 detid ， 

Qet 和 4= (oP. 
《is 


» 126 = 


茂 中 
oo 当 le" 包 是 12.…n 的 侦 置换 ， 
1 的 奇 避 换 。 
现在 ， 表 从 外 积 的 角度 来 定义 行列 式 . 设 4 是 从 线性 空间 下 
到 六 的 一 个 线性 变 唤 ， 由 妈 产 生 一 个 从 各 到 Ar 的 映射 了 它 的 
党 义 是 
天， As- > An 
ael/N\ /Ne ra Ae/ Aes/N\ /Ne )s 
了 是 线性 的 , 这 是 因为 对 A* 中 任何 西 个 元 素 
DO=08/N /Ne = Pet /en 
和 任何 实数 ”》 
form = ft een) 
= {tat A Ae A ) 
= de- /N\Ae,) + hldel N\A de,) 
=f(0) + fn), 
fo) = Cay (Ae /NN Aon) 
-yfre), 
和 而 如 是 1 维 的 线性 空间 ， 因此 从 A* 到 Ar" 的 线 忻 陨 射 只 能 是 “ 数 
乘 ” 即 对 上 述 了, 存在 一 个 实数 卫 , 使 得 对 一 团 EA"， 
fim)= D0, 
这 个 数 卫 显然 和 61， 62，…， en 以 及 线性 变换 4 有关 ,， 设 = de 全 
=1, 2 nn) 记 D= det(d, …, qs)» BD 
fw) = dettars rs Go 加 
det《a1，…， dn) 称 为 线性 变换 女 的 行列 式 ， 
这 样 定 义 的 行列 式 det{a1…, 6,) 利 原先 定义 的 行列 式 det 44 
是 否 相 同 呢 ? 
性 质 3 设 ay 62， …ew 是 线性 空间 下 的 一 组 基 ， 在 这 纽 基 
下 线 竹 变换 业 的 和 和 阵 形 示 是 (ethy-b2mns 那么 
det (gi "+ dn) = ee ya nt det 4, 
birt . 
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芭 基 一 考 宁 

fe Ne) 三 el 人 人 … 人 La， 
另 一 方面 叉 有 
Fe 人 AAAa= det(ary ws, Ba)s1/N /NOns 
注 党 匀 4 = (awy), 再 直接 计算 4e: 八 … 人 4e， 便 得 出 证 明 . 证 毕 。 


悦 题 
1, 设 B11 E41 Ba Bx 是 线 人 性 空间 天 的 基 ， 化 箭 下 列 DA 


{i} m=2ertes— eg 了 = — e+ Se + de 
(ii) w= 一 四 二 如 二 es . 
N= Be Ne Ne ~ ey Ne Nest er \ey Ne 
(iii) w= 1+2e— eNet Ser ea ey | 
人 ~ e1/ANea/ Ne — er/N\es /Mee 

2. 设 旬 是 形式 ,讨论 wm， 

3. 设 亚 是 线性 空间 ，w， ww, …， 0nE 矿 ， 证 明 vi ws, ，…， 雪线 性 天 
关 当 且 仅 当 wapa 八 …A 人 msc0， 

#4. 设 玉 是 # 维 线性 空间 ,@ 是 一 个 p- 形 式 ; 了 0, 令 

MM, = {EV loAy=0}. 

证 明 M。 是 玉 的 一 个 子 空间 ， 其 维 数 不 超 过 p, 并 且 其 维 数 等 于 p 当 生 仅 
当 四 = wee (wi …， wp 是 大 中 的 向 量 ) 。 

5. 设 信 是 # 维 线性 空间 , @ 是 一 个 2 形式 ， 证 明 存在 扩 的 一 组 基 or 
Ca "9 ny 使 


DO= 0 TooAcs+ + Oa tao， 


数 28 与 名 有 关 . 
8 5.2 微分 形式 和 外 微分 
本 节 要 讨论 的 问题 是 ， l 


(一 ) 在 % 维 欧 几 里 得 空间 中 ， 如果 了 是 可 微 实 值 西数 , 何谓 
Qf? 何谓 Gel dw2，…， dzw? 应 该 说 ， 在 通常 的 数学 分 析 中 并 没有 
对 它 给 予 严格 的 定义 ， 在 那里 总 是 认为 d%1 = x1，…， ds = An， 
即 自 变量 的 微分 等 于 其 政变 量 ， 但 这 是 不 有 要 的 。 本 节 将 指出 
1 


DB rs Mn 是 某 个 线性 空间 的 若 ， 这 个 线性 空 间 称 兰 往 分 空 疝 。 

(二 ) 在 微分 空间 的 基础 上 , 利 玫 5.1 的 方法 构造 出 格拉 斯 曼 
代数 , 其 中 思 -形式 就 是 加 微分 形式 、 并 利用 外 积 把 重 积分 中 一 些 
重要 法 则 化 为 简单 的 代数 运算 ， 

(三 ) 在 微分 形式 上 引进 外 微分 ,利用 外 微分 可 以 得 出 场 浴 中 
的 三 个 基本 公式 , 即 格 林 公 式 , 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 , 三 者 有 
一 个 统一 的 形式 ， 其 意义 并 不 在 于 这 三 个 公式 的 统一 ， 击 在于 本 
启发 我 们 把 这 些 公式 拓 广 到 更 高 维 的 空间 中 去 。 


对 但 室 间 


设 革 是 一 个 nn 维 实 线 往 空 间 , p 基 互 上 的 一 个 实 线性 泛 函 ,这 
就 是 说 , mp 是 从 互 到 实数 域 召 的 一 个 映射 , 满足 
YP (esl + mma) = op v1) + wap (eo), 
其 中 sl maE 开 Taly aa 是 实数 。 

记 卫 * 是 写 上 所 有 实 线性 泛 函 组 成 的 空间 ， 在 卫 * 上 按 通 常 
方法 定义 * 加 ”和 * 数 绞 * 两 种 运算 ; 设 ipaE 互 5 a 是 实数 ,定义 
CP1F Pa) CP) = 1(2] + palw)s 

(Caw) (2) = weptlo)， vrE TT. 
在 耳 * 上 装备 了 上 述 “ 吉 ”和 “ 数 滋 ?之 后 , 成 为 一 个 ( 实 ) 线 性 空间 
芝 * 称 为 过 的 代数 对 惕 空间 
部 * 的 维 数 是 多 少 ? 可 以 选取 怎样 的 元 党 作 为 了 * 的 基 ? 下 阁 
鸠 定理 回答 了 这 栈 个 问题 . 
定理 1 “ 维 线性 空间 马 的 对 偶 空 间 互 * 也 是 % 维 的 线 姓 空 
PLs 他 2 
其 中 线 福 泛 栈 mw 是 这 样 定义 的 ， 设 el ea "en 是 豆 的 一 组 基 ， 


]， = 
ole) =6u= {0 oxy 
下 外 内 的 (关于 而 ,62 yes 的 ) 对 本 基 。 
"129 。 


Co 


注 对 任何 4=west 二 wasn 忆 症 ,有 
9p (0) = vp) 十 二 te) = ws » 

即 gpl) 是 & 的 人 太 举 标 。 ' 

证 明 设 f 是 也 上 的 任意 一 个 线性 汉 画 ， w= oa61 二 二 pw 
是 互 内 的 任意 一 个 元 素 , 那么 . 

fF lm) = wf (0) + of (en), 
注意 到 w= pw) (=1;3,…y 册 所 以 
fT) = 了 (eg +t +t fen) pn(2), 
其 中 (enD),…, 了 (ew)》 是 仅 与 六 有关 { 与 4 无关) 的 一 组 数 ， 分 别 记 
它们 为 aa an* 于 是 
(ee = A110) + on pa (%) 
= (aprt +t on) (CF) VE 
这 样 便 证 明了 
F=op1t + pn 

好 了 可 以 用 pl …; ps 线性 吉 出 。 : 

再 证 明 91，…, qa 线性 无 关 ; 设 存在 一 组 实数 cb ca on 使 

GPL t+ n= Os 
有 端的 0 是 0 泛 函 。 将 两 端 作 用 在 eg 上 ,得 
(ep1 二 二 oate=D 
0:=0, 


所 以 pi …， Vr 线性 无 关 。 证 毕 。 


微分 空间 

按照 第 4 章 中 的 记号 ， 设 了 y 是 呈 维 微分 流 形 焉 在 虞 旬 后 虽 
的 切 空 间 , 点 2 在 上 坐标 分 域 口内 ,0 内 的 局 部 坐标 是 《zl ps 
tn)» Ts 前 ] 一 组 上 基 号 
局 右 
圳 | ， 壹 
又 说 单 是 了 上 的 一 个 实 线性 泛 乔 , 即 
-1 


站 
i 
hy Orn [2， 


$:T—"B, 
并 瑟 外 着 线性 的 ， 
$mpi 二 oa 防区 = pp) + ep (pa) 
其 中 qi, gaE Te qs 是 实数 .所 有 这 种 组 成 全 ， 的 对 悍 空 间 
7T3¥#, 带 有 通常 的 “加” 和“ 数 乘 ”, 它 是 一 个 % 维 的 线性 空间 . 
例 !1 设 了 是 在 点 2 可 微 的 函数 ,由 了 产生 TT, 上 的 一 个 泛 函 
如 下 ， 
$e To*BR 
Bm) = ), 
也 就 是 说 , 设 PT 旭 


8 
六 三 1 Bi | Er. | 


那么 
Bp) = mF) 
Ch | 十 rm,)D 
of f 


a 各 
Be (PD +e to Bp) 


它 是 一 个 实数 ， 并 且 容 易 知 道 对 任何 v1/、psE Ts 和 任何 实数 
有 


= eI 


Ppt pe) = Cpt 2) (F) 
= 1(f) + vatf) 
= prep) + Hp2)s 
Wap) = (em) (F) 

= op1(f) 

= api 
毛 以 竺 匡 线 性 的 ， 即 出 E TS 记 册 = 呈 ， 这 里 的 呀 只 是 一 个 记 
导 , 它 是否 意 昧 着 


df = 证 (Pads + (pa 


=» 11» 


至 少 现 灾 还 暂时 不 知道 ,下面 接著 多 续 讨 论 。 
全 2 在 售 1 中 特别 取 卫 =， 即 村 任何 = (zt 0 “1y 
0) = 则 对 任何 PE Tp， 


_ ., | 
PA 如 -| Tt om Dr， |,, 
Bp) = pr 


一 Or 二 重量 et 
= 


= 上 (= 上 2 | 


如 果 取 9 是 基 向 量 中 的 茶 一 个 -总 -|,, 那 么 


人 I 证 = 人 葵 
一 一 一 二 站 ,1 二 
上 ( Cry ,) 5 中 [再 骨 


摔 照 例 工 中 的 记号 , 记 和 ,= dm 于 是 : 
Ari 


9 wka |, 
人 gxifp) = das 2 rm [= 

这 时 ,对 钢 1 中 的 虹 就 有 

df (8) =a -BE Cp) + et on BE (D) 


-tp + -+ dv, Ce) 3 2 (PD) 


= pent + peje 
上 式 对 一 切 9 EY 均 成 立 , 即 
df = 于 -Co)aai+ et RE (Pde 


这 和 通常 数学 分 析 中 的 全 微分 是 相 一 致 的 ， 但 在 这 里 却 答 出 了 严 
糙 的 定义 。 

由 者 1, 例 2 和 定理 1 立即 得 到 下 面 的 定理 2. 
定理 % 切 空间 了; 的 对 侦 空间 23 是 维 的 线性 空间 ， 它 的 
* 133. : 


一 组 若是 
eis Gray dine 


aad( 去- |。 ) = 4 二 |。 +» = 和 
即 dei, …* dx。 是 一 组 对 公 基 。 ， 
T# 称 为 币 分 流 形 在 点 到 的 (局 部 泽 标 是 (el …; 0)) 徽 分 空间 。 
T# 由 元 过 的 一 般 形 式 是 
Qt + ns 
其 中 a1;…,as 是 定义 在 点 加 的 某 邻 域内 的 可 微 函 数 。 特 别 当 闻 
可 微 时 ， 


并 县 


af = 2f (pd 4 让 (p) da,. 


微分 形式 


. 在 微分 空间 23( 它 是 % 维 线性 空间 ) 的 基 布 上 ,利用 5.1 中 引 
进 的 方法 , 由 7 生成 一 个 格拉 斯 曼 代 数 AA, 其 中 的 太 形 式 是 
dnd Ad 人 < 下 En) 3 


I 久之 者 
称 它 是 8 要 分 形式 ,或 简称 为 6- 形式 ,其 中 ,ws 是 可 微 血 数 ， 特 
别称 可 微 函 数 了 是 和 -形式 。 
现在 给 出 七 形式 的 举 标 变换 。 设 中 是 微分 流 形 对 上 的 一 个 

二 形式 ,U 是 在 的 一 个 坐标 邻 域 , 局 部 坐标 是 人 et so) ， 在 内 
@ 表示 为 

m= G1 7 Wn) 小 了 人 1 os en ss 
再 设 Y 是 戏 的 另 一 个 伙 标 邻 域 ， 局 部 坐标 是 (2 …*g)， 在 Y 内 
@ 败 示 为 

加 二 本 (8 Vy + + Or CLs Wn ss 
在 UNY 内 (假定 它 非 空 ); 坐标 变换 是 

di = Ye (m1, 1 (= 1,2, 5 

那么 ot 和 8; 之 间 有 以 下 变 找 式 ， 


dy = dat + + dee 
1 
将 它 代入 -0408 十 十 如 dy 中 ,得 


另 一 方面 
加 二 > Girss 
比较 dey 的 系数 即 得 证 明 。 证 毕 、 
我 们 再 从 微分 形式 各 它们 之 间 的 外 积 这 一 观点 来 看 重 积分 的 
变量 代 效 和 曲面 积分 的 计算 ， 
对 于 重 积分 的 变量 代 换 ， 不 失 一 般 性 ， 仅 考察 二 重 积分 的 情 
形 : 设 二 重 积分 
[fCe, wardy, 


其 中 力 是 本 中 具有 零 测度 过 界 的 有 界 集 ， 广 在 也 连续 ， 作 变量 
代 换 
w= 0) y=) (uo) Eo, 

并 假定 满足 变量 代 换 所 必须 的 条 件 。 在 这 一 代 换 下 ,f(z, 殷 代 换 
为 了 (ze(w),Y(w9)); 思 将 用 谈 标 (0) 表 东 出 来 ;而 积 元 案 dvay 
将 代 换 为 | 名 名 名 | aude， 这 是 大 家 记 熟 各 的 ， 但 有 一 个 问题 和 
常 党 使 不 少 学 生 感到 迷惑 不 解 一 一 屠 就 是 在 dody 中 ,dw 和 副 分 
别 是 和 的 微分 , 则 在 这 一 代 换 下 有 

Or = ut 二 de 

dy = yu + Yo 
134 ~. | 


再 把 dx 和 dy 相 屈 , 却 得 不 出 有 意义 的 结果 , 那么 在 面积 元 Ga 
中 是 不 足球 乘 吗 呢 ? 从 它们 的 几何 真 现 上 和 看, 应 该 是 乘积 (被 小 
的 矩形 的 面积 ), 但 却 不 是 普通 的 相 隘 ,而 是 外 积 ds 八 dy， 它 表示 
由 dw, dy 所 张 的 平行 四 边 形 的 有 向 面积 ， 仅 仅 因为 在 稍 卡 儿 直 角 
坐标 中 它 正好 号 策 形 ， 所 以 dx 八 @y 的 绝对 值 就 是 ArQy。 如 果 我 
们 把 面积 元 素 deiy 理解 为 d2Ady, 那么 
Ar/ Ay = (上 2) 人 (十 加) 
Es Ro 
Ys 2 
这 正 是 在 举 标 变换 和 = au ,y=V(w, 和 下 面积 元 素 的 表示 式 ， 
它 是 遂 过 形式 上 的 代数 运算 而 获得 的 ， 十 分 简捷 。 在 “ 重 tm> 色 
积分 的 变量 代 换 中 出 有 完全 相仿 的 结果 ， 
”再 来 看 曲面 积分 的 计算 . 设 第 二 类 曲面 积分 基 
[| fF Ce,y, sara 


其 中 总 是 光滑 曲面 , 选 定好 一 - 侧 , 设 5 的 表达 式 是 
甸 二 人 (人 Y=) = CD) EG, 

了 是 8 上 的 连续 函数 。 我们 假定 坐标 ww 的 顺序 和 举 标 w,y 的 顺 
序 是 一 致 的 。 如 果 要 计算 上 面 的 积分 。 很 自然 地 要 用 f(z(Qw, 9)、 
Yt 9)) 民 畦 子 ( 9 区， 在 昌 上 上 的 积分 当然 也 将 代 换 为 在 
tw,2) Eo 上 的 积分 , 赚 下 来 的 是 drdy, 应 该 把 它 理解 为 dz 八 dy 还 
是 dA\dw? 这 和 曲面 及 选 定 哪 一 出 有 关 ， 如 果 选 定 及 所 在 的 铀 是 
上 稠 《 即 态 寺 的 法 方向 和 和 轴 正 向 的 来 角 是 锐角 )， 那么 dzdy 是 
doA 八 dy， 这 就 保证 了 微小 的 斌 平面 ( 它 是 市 45 和 oy 张 成 的 } 上 的 
法 方向 % 和 ow,ay 的 排列 虎 序 dx、dy,m 服 从 厂 手 法 则 , 如 果 选 定 访 
所 在 的 侧 是 下 傅 ( 即 有 上 的 法 方向 和 z 轴 正 向 的 夹 角 是 局 角 )， 那 
么 xoy 是 吧 和 ar。 于 是 

Ox = Wold t wd 

dy = Yuu + Yodo, 


dA 和 NL, 


» 


dv/N\dy = Ew didu  〔〈 取 定 的 上 便 》， 
mA 人 do= - -52 分 dd 【〔 取 定 尽 的 下 铀 为 
js (wy 2) rdy 


= +)f ft, ys D), 2 (Ws DY) Sr gudw, 


上 式 右 端 积分 前 的 符 续 由 选 定 的 8 所 在 的 侧 所 确定 ,这样 一 来 , 就 
把 曲 谭 积分 的 计算 通过 自然 的 方式 ， 形 式 上 化 为 一 个 简单 的 代数 
运算 , 简捷 而 明确 ， 


外 微分 


在 所 有 微分 形式 组 成 的 格拉 斯 曼 代数 丸 上 引进 一 个 新 的 膝 
射 友 它 把 每 一 个 和 形式 癸 < 届 映射 为 全 + 二 -形式 . 设 
@ = (01 "7 Ha) A /Ne /drs, 
是 一 个 单项 的 大 形式 ，a 是 可 微 (必要 时 可 假定 它 是 任意 次 可 微 
的 ) 函 数 , 定义 
do = daN\dre/\ /Nd 


6 已 
= dt dan) Nd /dn 


并 且 还 变 求 & 是 线性 的 ， 即 @ 是 从 A 到 A 的 线性 枫 射 ,对 每 一 个 
单项 的 术 形 式 ， 它 的 定义 如 同上 面 所 述 的 , 这 一 上 映射 4 称 为 微分 
形式 上 的 外 向 分 。 

例 3 设 局 部 从 标 是 (ze,2 人 ,0 形式 or= 了 了 (x; yz), 则 


_ of 式 2 
do0= 各- 史 + 守 - 鸣 +- da 


又 设 二 形式 m1 是 | 
1= Plgs a) det Om, ya y+ R{w, yz) dy, 
.136 。 


lol= 人 - 8. )ayasr( 号 一 oa/ 
+( 强 -全 jaNmy， 
避 设 分形 式 @z 是 
w= Atw, yy DN + Bw, y, 2) ds Nd 
+OCs, 2) 5 ay, 
则 
do = (等 器 + dz 人 doANdz。 


此 外 , 对 竹 何 全 形式 2 
dwa = 0, 

把 上 上 面 的 结果 和 场 论 中 的 樟 度 . 散 度 、 旋 度 作 一 对 比 是 很 有 意 
义 的 。 将 de、cdy、 开 分 别 膨 作 管 卡 几 直角 坐标 系 中 的 名 个 妇 将 
dy 人 人 de,dzA 八 dz、0mA 人 ay 分 别 看 必 了 Xxx.X 将 dz 人 dy 八 dz 
淖 作 是 由 纪 人 站 所 张 平 行 6 研 体 的 有 闫 容积 , 它 等 于 1, 再 令 
po= f (v9, 2) (数量 场 )， 

a= Pr, gy, as+ ry 3 者 《商量 场 ); 
b= .Avy 2 dXE+ Bir ys) x 
十 加 (as yf 2) EX (向 置 场 ).。 


domo = grad fi 

de = Ur] ds 

dab=div oo. 
这 告诉 我 们 ; 场 论 中 的 三 个 基本 的 量 一 一 散 度 、 旋 度 和 梯度 一 一 痢 
可 以 分 别 看 作 和 形式 ,二 形式 和 分 形 直 的 外 微分 。 

再 将 例 3 利 场 论 中 的 三 个 基本 公式 一 一 格林 公式 、 册 斯 公式 

和 斯 托 克 斯 公式 一 一 联系 起 来 ， 更 具有 引人入胜 的 兴趣 和 产生 极 
有 价值 的 结果 。 场 论 中 的 三 个 基本 公式 是 (为 叙述 简单 超 见 , 这 里 
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咯 去 公式 成 立 的 条 位) 


格林 公式 
-入 2 E+ 8 )avay = | Paxw + Qdys 
高 斯 会 站 
WC 
= Pa + Qdsdy + Rdvdys 
斯 托 克 斯 公式 
做 可- 部)aar( 可 -如 ja 
+ (2 - 和 iviy = | Pdz+Qdoy+ Rds, 
其 中 0 是 卫 的 边界 。 如 果 令 
m= Pds + fay, 
则 格林 公式 就 是 
| 4 = 1.". 
同样 , 如 果 令 


w= Pay/N\dz+ Qidz/A dz + RE 人 do 
或 者 令 
@ = Pas + Bay + Rds, 
则 高 新 公式 和 斯 托 克 斯 公式 都 具有 下 列 形式 


| dm =| 0. 


这 就 是 场 论 电 三 个 基本 公式 的 统一 形式 ， 它 的 作用 不 仅仅 在 于 这 
三 个 公式 的 统一 而 在 于 启发 我 们 : 这 一 形式 可 以 拓 广 到 更 高 维 的 
情形 中 去 , 在 下 一 童 要 仔 纲 研究 这 一 问题 。 

外 微分 具有 下 列 基 本 性 质 ， 

性 质 1 设 @ 是 多 形式 是 三 形 式 , 则 
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OANY) = AA + (— D*o/ANdn, 
证 上 明 出 & 的 线性 ， 不 妨 慑 设 
= (1 ,we dt AN A do 
人 二 站 (op 人 Ad 
于 是 
HNN abdes A AN donde /AN Nd 
dDAN) = 的 NAN ds, 


= 六 6 .2 de + 2 de)/Nde, A A 


= 为 3 ea Aden /Nbdes AN/ Nes 


+(— leader A\ AC NADS 总 d/l /don 
= G0A 人 9+ (一 了 *wA 信 dm， 证 毕 ， 
性 质 2 对 任何 微分 形式 @, 有 
dn) = dw =0, 
洒 即 有 =0 
证 明 出 3 的 线性 ,不 妨 假 设 
0 = 0m te) re /AN A d,s 


则 do- 岛 恕 — da/\den /Ne /\ dan 


do) = 人 ANdw Ndr/ /Nd 


= 语 祈 南 5 AN de /Ade “A dren 
Ya dN 宙 包 全 关 丙 种 关 开拓 
多 区 
(11) Ee- (da 人 ge 上 ad， 
无 论 人 还 是 (二 都 等 于 0, 所 以 
Qtdwm) =0。 证 毕 。 


dr /Ndr 
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作为 例子 , 同时 也 作为 对 比 , 利 用例 8 后 面 所 说 的 看 法 ,在 到 
中 将 idy.az 分 别 看 作 渴 标 轴 上 的 单位 向 量 公 下 天 等 等 ， 设 了 是 
0- 形式 , 那么 qd 万 =0 就 是 

cnrlfErad f)=0, 
再 设 = 是 三 形式 ,那么 Qlda) =D 就 是 
divfeurl @) =0., 、 
这 些 结论 在 数学 分 析 的 场 论 中 曾 叙 述 直 , 因此 wa = 0 可 以 看 作 吓 
它们 的 拓 广 ， : 1 

现在 考 应 一 个 反 过 米 的 间 题 ， 设 定义 在 后 形式 (hn 一 了 上 
的 映射 4《 暂 时 不 要 把 它 和 土 面 的 外 微分 相 泥 沸 )， 它 把 每 一 个 订 
形式 映射 为 信 + ~- 形式, 并 且 满 足 

(i) at@ + = de0 + dn 

ii) 设 铝 是 厅 形 式 ,1 是 矿 形 式 , 那 从 

dmAND = do Nr (~ DroANdn 

《ii) 对 任何 扩 形 式 久 ， 

dan) = dw = 0 
(ivY) 对 任何 可 微 函 数 了 (0- 形 式 )， 


Qf = -der + EE da 


和 癌 ， 这 样 的 映射 8 是否 存在 ?是 否 崔 一 ?是 否 就 是 上 面 所 给 的 外 微 
分 ? 下 面 的 定理 作 了 问答 。 . 
定理 3 满足 上 述 条 件 的 映射 了 是 存在 的 , 唯一 的 ， 并 且 就 是 
微分 形式 上 的 外 微 务 。 
证 明 ”出 上 面 引进 的 外 微分 以 及 外 微分 所 满足 的 性 质 可 知 
道 , 定理 中 所 说 的 映射 县 存在 的 , 例如 外 微分 吕 就 是 这 样 的 一 个 卫 
射 。 
其 次 证 明 唯 一 性 如 下 。 
先 证 明 满足 上 述 { 沙 ~(iv) 的 3 有 
ddr, NAN ) =0. 
利用 归纳 法 , 当 忆 = I 时 ,对 杰 标 画 数 a 由 (iv 得 
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te) = dpe,, 
所 以 dw, 是 一 个 二 形式, 青 由 (i 让) 得 
dtldws,) =0. 
如 果 上 式 对 二 p 一 1 成立, 当下 =P 时 ,出 0 ,得 
dd (Gp A A 0) ) 
三 Ur) Nr NAAN,) 
+ CC— Daw Nd A Ny) 。 


由 归纳 法 的 假设 有 

dear) =0, 

SG 和 八 . “MN\de,,) =0， 
所 以 dm A Ng) = 0. 


最 后 证 明 由 条 件 (全 一 (i) 唯一 确定 了 设 避 是 一 个 所 形 
式 : 
下 一 CD AN A dr, 
可 由 把 它 署 碾 中 形式 & 入 形式 dw。 入 …ANdm, 的 外 积 , 那么 
Co =0(adp, AN AN dn) 
= do/N\de, NN + (~ Dad(ds, /AN ANd,) 
三 da dr, NAN de 


a | 如 - 
= (证 /Nd ANd, 


这 样 便 证 明了 满足 (~(iv) 的 & 就 是 上 面 所 引进 的 外 微分 , 并 且 
基 唯 一 确定 的 。 证 毕 . 


闹 形 式 和 恰当 形式 


对 微分 形式 m， 如果 
dm =0, 
萄 钙 是 闲 形式 。 和 例如 在 BR? 中 设 
外 = (T+ Dy — Ys + Cr? ~ Deg ~— 2) dy, 
窜 易 验证 d@=0, 所 以 它 是 一 个 闭 形 式 .。 此 外 ,由 d(Cd09) =0 知道 ， 
对 任何 形式 办 dw 是 一 个 闭 形 式 。 


+ Tl" 


对 油分 形式 @， 如 果 存 在 微分 形式 外 使 
w= dn, 
称 吕 是 恰当 有 形 芭 。 例 如 在 局 中 设 
B= rN Ay Nz, 
名 是 一 个 恰 兰 We 这 站 Wi 
5 3 “dy/ ACE ~ 3 yde/\dw+ 二 去 20 人 人， 
那么 四 = 中。 此 外， dtdw) =0 吉明 角 一 个 必 出 形 式 都 是 阅 形 式 。 
反 过 来 问 : 山形 式 是 否 一 证 是 怡 当 形 式 ? 
在 召 : 上 ， 我 们 已 经 知 道 下 多 事实 ， 设 局 是 局 内 单 连通 区 域 
( 即 必 内 在 条 一 :条 闭 曲线 可 以 不 经 过 司 外 的 点 ; 面 在 如 内 连续 的 收 
缩 为 一 点 ), 区 设 申 数 卫 .@ 在 也 内 有 关于 sg 和 Y 的 连 线 偏 导数 , 那 
入 下面 网 个 条 件 是 等 价 扣 ， 
《i) 对 如 内 尾 何 一 条 江 背 或 逐 眉 光 滑 闭 上 曲线 1 有 昌 线 积分 
| ,Paz + Qay=0, 
Qi) 妃 内 的 曲线 积分 
| Paz + Qay 


公 与 曲线 了 的 起 点 和 终点 有 关 , 而 与 路 径 本 身 无 关 ， 
《iii) 微分 式 Paz + 8dy 是 如 内 某 个 函数 吕 的 全 微分 即 


dU = Par + Qay, 
{iv) 在 必 内 有 
2 -2 
By Br 
成 立 。 


我 们 再 来 考察 (ii 和 (ivy), 设 
= Pawt Qay, 
它 是 二 形式 , (i 让) 表 本 在 站 0- 形式 U (Cz, 和 ) ,使 
w= dU, 
妈 @ 是 一 个 恰当 形式 , 而 (iv 又 表明 


4 


iw = 0, 

当 形 式 等 价 于 它 是 闭 形 式 . 

这 一 结论 还 可 以 推广 到 高 维 空间 B" 上 , 设 了 是 开 中 的 一 个 
单 连通 区 域 , 则 在 卫 内 I 形式 是 恰当 形式 等 价 于 它 是 阅 形 式 ， 

但 对 于 天 -形式 佑 > 也 ,情况 就 变 得 复 琳 安 了 ， 它 对 区 域 六 提 
出 了 更 高 的 要 求 。 设 卫 是 如 中 的 一 个 区 域 ， 如 果 存 在 点 woE DD， 
使 对 于 任何 ED, 连 线 wa 含 在 卫 内 (图 5-3), 丈 力 是 关于 ro 区 
星 形 区 域 ， 显 然 , 任 何 凸 区 或 一 定 是 星 形 区 域 . 


pe 


力 5-3 


庞 卡 闲 (Po:nearé) 定 理 设 卫 是 下 中 的 一 个 星 形 区 域 , 则 上 
上 的 任 梧 出 形式 一 定 是 恰当 形式 ， 
证 明 不 妨 假定 号 是 关于 原点 的 星 形 区 域 ， 我 们 只 要 证 明 
对 任何 形式 @ 存在 一 个 线性 映射 了， 它 将 (F+ -形式 映射 为 庆 
@= (dn0) 十 区 [了 由) 
如 果 证 明了 这 一 点 ,那么 当 &@ 基 一 个 闭 形式 时 ,dw =0, 就 有 


m= 人 To), 
这 样 便 证 明了 结论 ， 
下 面 证 明确 实 存在 这 样 的 映射 了 。 令 
站 > sf Ti 


Ll 
它 症 一 个 所 上 找 式 , 其 中 Qj, 想 卫 内 连续 可 微 的 函数 , 定义 
| - | | 
atr)= 2 D-DD lin, | (tt) Rd AN dr 


1 2 
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冯 ,, 表 条 在 aa 人 … 人 dz 人 …AAaer 中 去 挤 aai。， 讽 妇 dmi 八 雪 。 
人 eus 就 是 dvi 人 dws。 由 于 思 是 ( 关 平原 点 0 的 ) 暴 形 区 域 , 所 以 上 
式 有 坟 的 积分 是 有 定义 的 , 因此 耽 射 了 有 意义 ， 下 而 验证 
1 o=T(go)+G(To)， 。 
对 每 一 项 
如 = aa 

求 它 的 外 微分 

44s= {Poon (tw) dles, den /N/A /dam 


toud( {Psa tn) ANd /N\A /de 
= CD fig to) Gide /de /Ne /dn 
+ ou | Be Giojasdz. Ndes Ne /dans /da 
而 To- 及 ,Dh 
所 以 
ao =- |. "fet. (ta) dtd 人 Ad 


县 Bo Dr re Sree) a 


fm 于 
x de, Ndea /N\A /Nden, 
再 来 计算 I (dw)， 
do= DD De do Nd NAdo, 


fa 


考察 dt 人 dp A /Nd 下 款 人 和 是 按 大 小 顺序 排列 的 ， 
但 。 和 名, …* 色 并 没有 按 大 小 硕 序 排列 。 疯 在 将 它们 按 大 小 顺序 
重 排 , 那 么 3 可 能 排 在 奇数 位 置 上 , 也 可 能 排 在 骨 数 位 置 上 上。 如 果 
s 在 背 数 位 置 上 , 那么 

dr Ndr NA dr, 闻 dp NAN A Ndies 
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如 果 * 在 侦 数 位 置 上 ,那么 
| ae Nd NN dt, 三 一 dae AN A A de 
上 而 两 个 式 子 右 端的 下 标 是 按 大 小 顺序 排列 的 。 

在 T(d&o) 中 , 每 一 项 都 去 掉 某 个 aos(T<s7 二 及 或 者 去 挤 des。 
先 考虑 去 掉 dx, 的 项 是 什么 样子 的 。 当 s 在 奇数 位 置 上 ， 则 这 一 
项 是 

| Peer (tw)atdas Ne dns 
当 as 在 个 数位 置 上 ， 册 这 -项 是 
(De, t owt (te)atams 人 -ANeon 

可 见 不 论 s 在 奇数 位 置 上 还 是 侦 数 位 置 上 ， 去 掉 dw, 的 项 是 相同 
的 。 

再 考虑 去 掉 dw 的 项 。 

(i) 当 s 在 奇数 位 置 上 , 如 果 各 >s, 即 Grs 在 de 的 后 面 ， 那 
么 在 lol 之 前 《连同 dirs 本 身 ) 有 a 个 dvis 和 一 个 dv,， 共 a+1 
个 ,所 以 在 了 (de) 中 去 掉 dw。 的 项 是 


1 ~ 
(Dew Pp Be Cte) Gide /Ni Ndlew 


= (Do Sore Gt) dtdw, don MN\-- /Nee /Nd , 


如 果 计 <s, 即 qz。 在 dz, 的 前 面 ,这 时 若 将 dm 去掉 ;那么 8 将 处 
在 偶数 位 置 上 , 因此 ,去掉 dw 的 项 是 


(下 rat 人 es Gn) dds NANdis /ee /dn 


= — (Dw, | 1 en (fojaiaes/Ndon 人 /NGC /de 
G1》 当 s 在 偶数 位 置 上 ， 如 同 (G) 的 情形 那样 , 可 以 得 到 不 论 
和 <s 还 是 和 >s 去 掉 dw 的 项 是 
eA A A A A 


这 样 一 来 ， 本 
+ 


T (de): > ,| i LL WAAC a 


& - 区 lg [a p 
+ 3 ECD ew) dt 


ti 一] # 
x da do Ne /NAN\den, 
所 以 
d(Io) +I(do)=E HD {2 eens Ce) ddan A /dee 


| 


+ 交 bp 名 (- 了 co | fn 人 


fa<msi 3-] sal 


XGAa A NAN .ANd 
+ Safe (to) dds /don 


i 


+ ™ bp 3 Dexe| tx -e+ (tryat 


ti =] 
CC GT AL 
右 端的 第 二 项 和 第 四 项 正好 抵消 , 于 是 


d(To) +I(do)=b 习 he ge to) dtdv Ne A dan 


人 


51 上 i Bon 
+ 3 六 | 一 有 (try dtdr, 人 人 aa 
再 注意 到 
“证 Cr Gsmin C(t) ) = EE ls ty) 
+ b> fx Be as 
所 以 
adIo) +ITao) = BD 全 (avalto)) dio Ne Ad 


二 > Tit (a dr NAN dren, = 由， 证 毕 一 


推论 在 Pr 内 任何 一 个 凸 区 域 上 , 闭 形 式 必 是 恰当 形式 。 
= L146. 


习 坚 
1， 在 8 纺 撤 分 党 形 对 上 , pE 叶 ,在 点 汪 的 坐标 邻 域内 局 部 玲 标 是 {z， 
太吉， 的 大 标 是 (3, 村， 一 1)， 又 设 了 Cr,t 本 = se" cos Ds PE Tp 


六 站 日 
PBr!, 2 ay st Bz 1s” 
求 (d 有 n) (9) 
2， 在 吾 ? 中 , 设 ol， Pa PIE Tpr 
-9.0 .8 -8 :2 

m=3 Br By Pa Bs! 
已 a 

Pa 


求 iy Was 吕 3 全 T#, 使 
工 ， i=f; 
Ds (pr) = Gis -| 让 
并 证 明 Ts 中 任何 元 囊 @ 可 以 表示 党 
=D) 的 + DIP) pat WalP) pi, 
3. 在 Rr" 中 ， 设 1 Pa 人 Tp 并 且 级 性 无 美 ， 证 明 丰 在 oo ry [二 
T3, 使 


Dp) = 6 
并 有 对 每 一 个 wE ys 有 
P= oP) P+ + a CP) Pans 
天 1 on 是 线性 无 美的 , 因此 是 73 的 一 组 基 ， 
4. 对 任何 可 微 函 数 f 和 9， 证 明 
dl(fo) = fdgt ydf. 
5。 首 局 中 求 下 列 形式 名 的 外 微 俘 : 
(DD) 四 = (z+ wy- adr+dy— ryer drAde: 
[iy w= ryedr +dy Adat+ zdr/Ady~ (rz ty drAdyAdz, 
65， 求 下 烈 式 子 的 外 微分 : 
{YD doAn— mA 
0D) doADAL+wAdnAE + OAWAdE, 其 中 必 , 5 各 是 个 次 形式 。 
了 . 在 三 重 积分 中 , 作 球 面 坐 标 代 所 x =f sinw cost, y=rsio gsin, 
r= cos wm 求 dz 人 dyAdz, 并 给 出 积分 的 代 换 公式 ， 
8 位) 当 了 于 是 0- 形 式 时 ,区 知 
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. dl) =2fdf. 

将 这 一 公式 拓 广 到 名 是 -形式 {6 是 偶数 ) 上 .， 

(六) 当 w 是 上 -形式 (是 如 数 ), 问 : 4 (wdo) =? 

9. 注 了 是 一 个 党 变 请 数 , dz = dx idg 评定 六 dw@+i) = de +idn， 
试 让 时 d (fdz) =0 当 呈 仅 当 半 满足 条 西 - 黎 曼 (Cauchy~Riemann) 方 程 。 

10. 证 明 R* 由 的 加 形式 一 dz1 人 -Adz 是 一 个 丛 当 形式 。 

二 ， 设 加 和 了 痢 是 于 形式 , 试 证 用 wy 也 是 团 形 式 ， 

12. 设 中 是 闭 形式 ,9 是 恰当 形式 , 试 证 明 wn 是 恰当 形式 。 
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第 6 童 流 形 上 的 积分 。 
斯 托 克 斯 公式 


36.1 流 形 上 的 积分 


在 3 维 欧 括 里 得 空间 内 有 曲线 积分 .曲面 积分 和 三 重 积 分 , 它 
们 各 自 有 自身 的 定义 和 计算 方法 。 就 计算 而 育 ， 则 线 积分 是 化 汐 
定 积分 来 计算 的 ， 而 曲面 积分 又 是 化 为 二 重 积 分 来 计算 的 。 在 一 
个 高 维 的 欧 几 里 得 空间 内 ,例如 在 局 内 ,可 以 和 晶 线 积分 、 有 曲面 
积分 相仿 的 引进 & 种 积分 ,倘若 都 必须 各 自 定义 , 并 给 出 各 自 的 计 
算 方 法 ， 那 是 非常 复杂 的 事 ， 更 不 用 说 在 王 以 外 还 有 型 、3 
等 等 ,又 该 怎么 办 呢 ? 本 节 的 中 心 论题 是 在 明 线 积分 及 申 商 积分 的 
基础 上 , 利用 微分 流 形 的 概念 , 给 出 一 个 统一 的 定义 和 方法 , 概括 
的 处 理 高 维 空间 内 的 积分 学 。 


关于 曲面 积分 


我 们 先 从 读者 已 经 熟悉 的 曲面 积分 入 手 ， 把 微分 流 形 的 概 人 
渗透 进来 , 看 一 看 应 该 怎样 合理 的 定义 流 形 上 的 积分 。 
设 在 Ba 内 给 出 了 一 个 第 二 类 曲 曾 积分 
| 上 few aaraw， 


总 


其 中 总 是 光 清 曲面 ， 了 在 尽 上 连续 , 积分 洛 中 上 囊 先 给 定 的 一 出 
【例如 上 便 或 者 下 傅 )。 
如 果 癌 表示 为 


w= 

wl 
a=g(w, yf) C2, WED), 
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那么 所 给 的 间 面 积分 是 
fr, wo Datp=[rew ze, W)C dw ay), 
a 面 


右 庙 是 一 个 二 时 积分 ，ceag 前 面 的 符号 由 马上 指定 的 例 所 确定 ， 
当铺 定 立 的 人 出 是 于 例 时 ,符号 取 “+ 上 否则, 当 指定 的 铜 是 下 便 
财 ， 符 号 到 “一 ”。 1 
如 坚 总 表示 为 
t= YO), 
y; | = YU 9) » 

2=2C8, 9) 【( 9) ED), 

草 记 给 的 曲面 积分 就 是 
J Ge, wo 2 dvdy 


8 


= [ftw, bd) Vu 0) 2 v)Y (£9 dudv ), 
EA 


同样 , 右 内 是 一 个 二 重 积分 ,名 和约 -dudv 前 的 答 导 由 马上 指 害 


”的 侧记 确定 ， 


不 论 辣 怎样 表示， 上 而 的 商 个 公式 说 明了 了， 有 曲面 人 上 的 积分 
可 以 用 一 个 二 重 积分 来 事 示 . 把 这 一 事实 说 得 更 仔细 一 些 应 该 大 ， 
设 9 是 $Y 是 有 曲面 的 表示 方程 ) 的 道 映射 , 则 就 是 从 访 到 卫 的 一 
个 同 胚 贞 射 ,5 是 产 中 的 一 个 2 维 向 分流 形 ， 上 只 有 一 个 些 标 
邻 咸 , 它 是 本 身 , 华 标 映 射 是 p。 而 曲面 积分 


| 《5 8 2 dvdy 


在 这 里 应 该 理解 为 2 形式 f(w, 9， 攻 加入 虽 在 2 维 微 分 流 形 及 
上 的 积分 ， 它 通过 坐标 图 (3, Pp) 用 钦 几 里 得 空间 上 的 一 个 二 恒 积 
分 来 惧 示 ， 或 者 说 荐 用 后 者 (二 重 积 分 ) 定义 了 前 者 ( 流 形 上 的 积 
分 )。 

这 一 思想 可 以 加 以 后 广 。 设 六 是 一 个 % 维 微分 流 形 ， 并 且 它 
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的 礁 标 图 凡 由 一 个 举 标 图 (型 ，qp) 构 成 ， 叉 设 名 是 机 上 的 一 个 “*- 
形式 ,在 坐标 (zy，za，…， zi 下 ,名 事 示 为 
四 二 四 (Wl Tn dP A A A 


则 和 上 面 所 说 的 曲面 积分 一 样 , 可 以 把 中 在 到 上 的 积分 | ，o 定义 
为 

| 0=| ooo)adelvam 

好 Pi 


右 端 是 欧 几 里 得 空间 上 的 ” 重 积分 。 

但 有 一 个 棘手 的 问题 ;我 们 回 到 2 维 的 烛 面 上 来 考虑 , 如 果 曲 
面 妨 不 能 用 一 个 参 式 方程 卖 示 ， 也 就 是 说 尽 的 素 标 图 册 不 是 由 一 
个 坐标 图 构成 的 ,而 是 由 (7 gs) (有限 个 或 无 限 个 ) 构 成 的 , 在 每 
一 个 坐标 邻 域 吕 , 内 , 可 以 用 参数 方程 pf 表示 六 的 一 个 局 部 , 按 、 
照 上 面 所 说 , 可 以 给 出 这 一 局 部 上 的 积分 ,但 如 何 定义 整个 名 上 的 
积分 妮 ? 国难 的 是 在 于 举 标 邻 域 0, 之 间 必 然 会 出 现 许多 相交 的 
部 分 ， 在 这 些 相 奖 的 部 分 内 积分 会 重复 。 又 如 何 扣除 重复 的 部 分 
开 ? 草 解决 这 些 问题 , 关键 在 于 引进 工 的 分 解 ， 


1 的 分 解 


设 训 是 一 个 微分 波形, 了 是 定义 在 好 上 的 一 个 实 值 醒 数 , 称 开 
的 子 集 


伤 针 型 1 的 专 由 的 闭 包 
是 函 教 了 的 支 汪 《或 支柱 )， 记 为 subppy (supp 是 support 的 简 
写 )， 邵 
supp f= {PpEAMIFCP) 0}. 
例如 在 实 轴 总 上 , 设 
Sin zm, 日 < 必 < 了 
17@= 人 人 之 0 或 > 
(图 人 1), 那 各 
supp f= [0, 0. 
es 151 。 


在 这 个 例子 中 , 虽然 te 了 Fe)s0)= 0， zx)， 但 出 于 了 的 支 集 
是 了 的 所 有 非 0 点 的 闭 包 ， 所 以 


supp f= [0, z], 了 
再 全 如实 轴 上 的 画 数 (2) Cr 到 


=w? 一 1， 它 有 两 个 零点 -1 和 “ ” 
1 但 supp 了 却 是 整个 实 畏 。 图 5 
设 半 的 坐标 邻 域 是 1, U2, …， 0D,, …， 如 果 存 在 于 上 的 一 
列 函 数 zi， za， …，ze… 使 
(1) nEO"; 


Ci) 二 六 0， 并 且 snpp XU 
Ci) 对 每 一 个 pE 避 , 只 有 有 限 个 满足 
. Ei 
(iy) 对 每 一 个 pE XY， 
Emp)=1, 
( 注 ， 册 (i 过) 知道 , (iv 中 的 和 实际 上 是 有 限 项 之 和 ), 称 {ro 是 亲 
上 从 属于 学 标 邻 域 1C) 的 工 的 C2 分 解 。 
下 面 我 们 考察 紧 的 流 形 ,在 一 个 紧 流 形 半 中 , 设 它 的 坐标 图 册 
是 {CUs, go， 总 可 以 移出 有 限 个 坐标 邻 域 口 。,，…， 0。 覆盖 
型 ,也 就 是 说 ,可 以 用 有 限 个 坐标 图 
(Us pa)s Ty (Uo Pum) 
作为 站 的 华 标 图 册 。 那 么 是 否 存在 从 属于 如 ,,，…，U6w 的 1 的 
CO” 分 解 呢 ? 
引 理 1 恋 了 是 定义 在 实 轴 吾 上 的 
实 值 函 数 ， 
pw) - | Tc<e (o>0) 
Di |e| 之 加 
《 见 图 上 个 他 ,那么 
fec”, 0<fsl, 
supp f= [~-&«, 的 。 
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证 对 是 彰显 的 。 
引 理 2 设 了 基 定 义 在 关 维 欧 几 叶 得 空间 "上 的 实 什 背 数 ， 
独 一 《21， Nay "a na) € 41", f 的 才 示 式 是 


joa, vl=VATr TR < (4>0)s 
f(D) 


D0, | 
那么 ， 了 EC ， 0O<f<1, 
supp f= 他 ER |z| 二 中。 
证 明 也 是 明显 的 ， 


引 理 3 设 下 是 ” 维 紧 微分 流 形 , 举 标 图 册 是 
(Ui 9D CUz, m2) (Cnm) 。 
(为 方便 起 列 , 不 妨 假 定 p00D) 是 下 中 以 原点 为 中 心 , 以 为 半 
径 的 开 球 ), 则 在 存 开 集 
Vis Voy ss 下 my 
使 (六 C0， TF 是 ,的 出 包 ， 
《ii pF) = {mE ls] < (<7) 
(i P,P-…, Vy 可 覆 交 二， 亦 即 (Fu ps CV, 2)，…， 
(人 下。 多 可 作为 避 的 坐标 图 斯. 
证 明 ” 先 证 瑚 壁 标 邻 域 吕 : 可 以 换 为 产 !, 即 
(Fi, ps (Ua, pa)s rs, (Us Pm) 
可 以 作为 焉 的 举 标 图 期， 作 
Al= 本 -Ua JUs Un), 
因为 aCsJ…LJU 是 开 集 , 所 以 41 是 闭 集 , 并 且 当 ezE 41 
时 ,一定 不 属于 alLJDiL LUJD。 歼 %w& 如 妈 
4 一 Di 
91 是 同 有 凸 此 射 ,在 gi 的 作用 下 有 ， 
paidDCei(D， 
viCUD) = Bi= {rE RR"| ls| <r}, 
pl1(441) 是 Bi 内 的 闭 集 . 
( 见 图 63), 于 是 存在 (0<61<r), 使 
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ptADTCBI= {ER*| ls < oh}y 
FpD) = 加 1。 
记 Vi= p71(BD), 
由 于 1 是 同上 旺 上 映射, 所 以 
4iCTFI， 下 CT， 
并 有 FF Us, 机 DU, 礁 盖 了 M, 也 就 基 说 
(Fi, 01) CO2, pa) ', (Um Pm) 
是 亚 的 一 个 举 标 图 册 ， 
再 用 同 祥 的 方法 可 知道 ,坐标 邻 域 Vs 可 以 用 大 代 赫 ， 等 等 ， 
这 样 恒 证 有 明了 引 理 83。 证 举 ， 
定理 1 设 人 六 是 m 维 紧 微 分 注 形 ,坐标 分 域 是 UisUz,…,Un， 
则 在 在 从 属于 这 一 些 标 邻 域 的 二 的 CO" 分解， 
证 明 设 Vi pz …， Pm 是 相应 于 Ui 02，…，Us 的 坐标 
有 映 躬 ， 记 ,Fy … ,Vm 是 引 理 3 所 说 的 可 志 作 为 男 外 一 次 此 标 都 
域 的 开 枚 次 ， pA 是 Rr 内 以 原点 为 中 心 ， 以 (C61 之 70) 为 半径 
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的 开 球 . 
作 RE" 上 的 实 依 函数 办 ， 
Bi 也" 将 


本 -二 lz|<04 
0， loj>eu。 
由 引 理 2 得 
ECO, O01l, 
SUPDP Ys =BicB, = {vwER| [zl<r}, 
上 再 作 定 义 在 收 上 的 实 值 西数 迷 如 下 
Pe: MR 
Be pp), PE 也 
CP) = by p¢U,. 
何 忆 一 下 ，Y 的 可 微 性 是 指 儿 op = 由 中 = 坊 的 可 微 
性 ,所 以 有 
入 EC 0, 
supp 峙 = 产 :C 
最 后 对 任何 PE 六, 令 
六 (2D) 


TP) = rh) TD) + + $e{p)’ 
因为 访 ;， 2 … Vm 窗 瘟 了 六 ， 所 以 右 端的 分 繁 在 任何 点 ?都 
不 笑 于 0， 此 外 ,容易 验证 
WE 人 Or 0<Tesl， 
supp T1= supp $= VU,, 


Sp =1, vpeu, 证 毕 


在 现代 数学 的 好 几 个 领域 内 ,者 有 相应 的 1 的 分 解 , 只 不 过 随 
萤 具 体 声 合 的 不 同 ， 其 宸 达 方 式 亦 有 所 不 同 尖 了 。 例 如 在 这 上 儿 我 
们 要 求 rrEG”， 但 在 另外 的 场合 下 ， 有 时 x, 只 能 是 连续 的 。 但 
主要 形式 蚌 将 童 位 工分 解 为 满足 其 干 条 件 的 薄 数 之 和 ， 机 每 一 个 
孟 数 只 定义 在 某 个 局 部 的 荡 转 内 ( 即 在 它 的 支 集 内 )， 在 这 个 局 部 
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之 外 画 数 值 是 0 ， 因 此 可 以 这 样 说 ， 工 的 分 解 在 现代 数学 中 的 作 
用 是 将 局 部 的 结果 拼接 起 来 。 下 面 就 要 利用 这 一 尽 想 来 定义 流 形 
上 的 积分 。 


积分 
设 寻 是 % 维 定向 的 紧 微 分 流 形 , 它 的 坐标 图 斯 是 
Di, p10), CUss Pe)s rs Un, Pe) 
买 设 Tt Kn 是 从 属于 举 标 刍 域 (0cv2mm 的 的 品 ”* 
分 解 。 再 设 @ 基 计 上 的 一 个 “形式 .假定 在 Ui 内， 局 部 坐标 是 
(es aa 四 在 口内 宕 示 为 
0 = (81 pe La) AN Nd 
定义 乌 在 导 上 约 千 分 是 | 


jo -or 
注意 到 suppzi1SUis 所 以 
y 而 三 > Di 
并 且 又 定义 
| om=| (1 "yy gn) TimTy 四 oj 
Ei THey 
右 端 是 m 维 爽 几 里 得 空间 上 的 一 个 m 重 积分 。 于 是 


[ 外 = rT1s in Wn) Te 1s “a Tn) dp" pn, 


el" PTY 

这 一 定义 是 否 与 1 的 分 解 有 关 呢 ?作为 一 个 合理 的 定义 当然 
详 该 要 求 它 和 的 分 解 无 关 才 行 。 事 实 上 确实 如 此 ， 

性 质 1 上述 定 义 各 以上 的 侣 标 邻 域 的 选取 以 及 的 0 分 
解 无 关 ， 

证 明 设 Ui, Um …， Um 是 首 的 华 标 邻 城 ,XT1s TT2,…, Xm 是 
从 属于 {U2.mm 的 1 的 0C” 分 解 。 又 设 下 Fa，…， 严 : 也 是 
型 的 吝 标 邻 域 ， 人， 02, ny EH 是 从 属于 {Vy} om 的 1 的 CO” 分 
解 。 由 不 难 证 明 
be 


UF (i=1, 2， NE my =1, 2, +, nD, 
也是 由 的 谷 标 邻 域 ,并且 
Zr" Oy (2=1, 2 sy m3 4 =1, 2, "yg n 
是 从 届 于 {NF 的 1 的 0” 分 解 。 
设 名 基 半 上 的 一 个 m- 形 式 ， 用 浴 标 邻 域 吉 中 履 盖 并 时 , 有 
[ol,or. 
yu t=]y Dr 
用 奉 标 邻 城 全 s;} 壮阔 计时 ,有 
1 四 =- 他 日 。 
月 健 标 邻 城 人 7 人流 交 EM 时 ,又 有 


然而 
3 or,= S| or (Ss )= > | 0s 


Enl 


芭 001= 访 | ao ( 训 z) -习习 oore 


i 


这 说 明 不 论 用 怎样 的 坐 标 邻 域 覆盖 型 以 及 不 论 怎 样 的 1 的 O” 分 
解 , 按 上 述 方式 定义 的 积分 其 数 全 是 相同 的 ， 这 就 证 明了 性 质 1. 
证 上 毕 , 

对 于 非 紧 的 流 形 可 以 作 相 仿 的 讨论 。 设 下 的 泽 宗 印 域 是 Ti 
Us, …， 7 只 属于 {UU} 的 4 的 OF" 分 解 是 4，T2， ry Rs 
叉 设 已 的 局 部 坐标 是 (er …, ww), nn- 形 式 名 站 如, 内 形 示 为 

全 二 QTL “ny tn) dr A rns 

如 时 . 
S|, es on) Te (ets san) ened, 


存在 , 就 定 尽 它 是 四 在 下 上 的 积分 , 即 
| 全 = 训 全 元 
Ea [rt | 


b> CATy “ EA EA rg fn) A de 


| 
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这 里 不 仔细 讨论 了 。 

这 样 的 定义 虽然 和 坐标 孝 城 的 选取 以 及 工 的 CO” 分 解 无 关 ， 
但 在 具体 计算 时 总 要 率 涉 到 寻找 出 适当 的 1 的 0” 分 解 ,这 是 指 当 
复杂 的 事 .不 过 在 许多 场合 下 仍旧 可 以 采取 出 较 方便 的 方法 , 例如 
在 如 中 求 团 球面 SS 上 的 2 形式 了 (zg, s)dw 信 y 的 积分 ， 可 以 
把 球面 5 分 为 上 半球 面 和 下 半球 面 ， 分 别 求 出 在 这 两 个 半球 面 上 
的 积分， 然后 租 作 其 和 就 可 以 了 。 其 基本 思想 是 将 整个 球 夯 沿 林 
道 分 开 ， 分 成 两 个 开 的 半球 (上 半球 和 下 举 球 )， 而 去 掉 一 条 开道 对 
积分 的 值 是 没有 任何 影响 的 ， 


习 大 
1。 证 明 从 实 轴 中 到 书 的 函数 
fo | mm, lel<a (a>0); 
0; [zr |, 


是 任意 阶 可 第 的 , 即 FE C"。 并 求 supp /。 

2. 在 实 灿 卫 上 ,给 出 从 属于 (n, z+2) (n=0, 士 1, 土 2，…) 的 1 的 C* 
分 解 ， 

3、 在 平面 及 * 上 , 给 出 从 属于 { (x, 9) € Rn<e<n+2, m<y<m+2} 
(n=0, 十 1, 二 2，… = 0, 土 1, 土 2,…) 的 工 的 C* 分解。 
4 设 村 是 & 维 定向 的 基 徽 分 流 形 ，Dr 和 玉 是 它 的 两 个 佣 标 邻 域 ， 并 且 
UNVo$, 在 如 内 局 部 坐标 是 (zf1, x4 … xo); 在 天内 局 部 坐标 是 yi， 


go …， 殉 ， 给 出 积分 | 在 UNV 内 的 坐标 变换 式 , 并 利用 它 来 讨论 
局 中 的 湖面 积分， 


836.2 斯 托 死 斯 公式 


在 上 一 章 引 进 了 外 微分 之 后 ， 我 们 曾经 给 出 场 论 中 三 个 基本 
公式 的 一 个 统一 形式 
| dy =| De 
D oD 


» 5 。 


当 力 是 平面 内 的 区 域 , @ 是 十 -形式 时 ， 官 是 格林 公式 5 当 万 二 如 
内 的 区 域 , 中 是 分 -形式 时 , 它 是 高 斯 公式 ; 当 卫 是 如 中 光 请 曲面， 
中古 工 -形式 时 , 它 是 斯 托 克 斯 公式 。 本 节 的 中 心 是 儿 这 一 公式 拓 
广 到 一 般 的 高 维 空间 上 ， 这 就 是 拓 广 了 的 【一般 的 ) 斯 托 克 斯 公 
式 。 . 

在 场 论 的 基本 公 或 中 ; DD 的 边界 8 是 有 方 何 的; 例 即 在 格林 
公式 中 边界 BD 是 正 向 ( 即 茶 人 游 边 界 行走 ， 区 域 DD 总 是 在 他 的 左 
倘 ); 在 高 斯 公式 中 8D 是 外 侧 ; 在 斯 托 亮 斯 公式 中 DD 的 方向 和 呈 
的 方向 之 闻 服 从 右 年 涛 则 。 为 了 获得 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 ， 我 们 
首先 研究 % 维 欧 几 黑 查 空间 中 的 单 形 和 正方 形 的 边界 如 何 纵 定 方 
癌 , 然后 再 证 明 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 。 


单 形 和 链 


单 形 是 最 简单 的 几何 体 ; 例如 在 3 综 放 几时 全 空间 上 内 ,最 简单 
的 3 维 几 何 体 是 四 面体 (图 6-4)， 它 的 边界 由 四 个 三角 形 组 成 ,这 
就 是 一 个 人 单 形 。 现 在 将 这 一 概念 拓 广 如 下 ! 设 so t1，…， wr 是 
Rr 中 的 上 +1 个 点 ,这 里 <n, 并 卫 辕 量 

和 | 三 党 ] 一 阔 09 Vs = Pr To DE 
是 线性 无 关 的 。 令 
=Frogt twit 十 下 

其 中 三 + 红 十 二 杨 =1, 0GE=D, 4,2， ,…, 包 ， 所 有 这 种 ww 的 
全体 组 成 Br* 中 的 一 个 子 集 , 称 它 是 订单 形 ; 记 为 (wo ep， 2)， 
并 称 &4 是 这 个 所 单 形 的 订 顶 点 ,人 =0, 1 2,…, F)， 

例如 0- 单 形 就 是 一 个 单独 的 点 {fz0}} ~ 单 形 是 家 级 上 的 一 个 


Sw ~ 
1 
te 
7 XE Ed 
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闭 的 线 乃 (ao zj 分 单 形 是 三 角形 (x0, ai za)( 见 图 的 5 3- 音 
形 如 图 人 和 所 示 , 等 等 ， 它 们 是 代数 拉扯 中 最 简单 最 基本 的 几何 
体 , 也 是 代数 折 扑 下 的 一 个 最 基本 的 概念 。 

对 一 个 太 单 形 (oz os， 它 的 边界 是 由 天 + 工 个 引 一 二 一 
单 形 组 或 的 ; 这些 :六 一 ~ 前 形 是 

(co wts es Bas tg) GE=0, Ts es hy 

2 宕 示 将 v4 去 掉 , 即 

(0，215 “es ee 1 Vp) = (os ls es Vly PEtly tp) 。 
规定 入 的 边界 28 是 

.08= 站 [20 Fis "ss Ee) 
-六 (- 开放 (20 tis °°, Wi, rs ti)s 


"1860 。 


称 台 是 边界 蔓 子 , S 的 边界 88 是 由 t+ 个 带 有 符号 的 全 一 了 ~ 单 
形 组 合 起 尝 的 ， 
”例如 1- 单 形 (zo; x 妆 单 形 (90 zit 绚 ) 3 单 形 (ro 2 
v2 9) 的 边界 分 别 是 
Bleos $1) = (1) 一 (ro); 
Olmos 1s Ta) = (1y wa) ~ (ws a) + Pn D1) 
BO{Los Fl» tay #3) = (m1, m23 03) — (Tos tos Ta) 
+ {wos Tis 3) ~ (tgs TLs He), 
疼 6-6 画 出 了 它们 的 边界 ,并 用 第 头 表示 了 边界 的 方向 .。 
图 66 告诉 我 们 ， 在 平面 上 三 角形 区 域 的 边界 方向 是 道 时 针 
方向 ( 即 正 向 )， RB? 内 四 面体 的 边界 的 方 
~ 各 是 外 法 疝 ， 这 些 都 和 数学 分 析 中 的 规 
定 相 吻合 。 但 读者 可 能 会 产生 一 个 问 
题 : 以 分 单 形 而 论 , (%0，w1，2%》 世 可 以 
面 成 图 6-7 中 的 样子 ， 这 时 它 的 边界 的 
” 号 ”方向 沁 不 是 成 了 顺 时 针 方 疗 ? 事 实 上 ,在 
5-7 欧 几 里 得 空间 内 还 应 该 有 一 个 约定 ， 当 
我 们 夯 出 三 解 形 {a0， x1 x2) 时 , 我 们 要 求 疝 量 
A 与 o2=22 一 2 
的 顺序 安排 各 平面 上 管 卡 用 坐标 ww 轴 的 顺序 安排 是 一 致 的 ， 也 
就 是 说 ， 从 人 旋转 到 加 【旋转 角度 应 在 180"” 之 内 ) 的 方向 和 和 从。 
办 旋转 到 8Y% 轴 的 方向 是 一 致 的 , 这 时 《aa，2，2) 的 图 形 就 基 图 
6-6 所 面 出 的 。 3- 单 形 (wos 21, wo aa) 的 情形 相仿 ,要 求 向 量 
DBI VM To Yr to 
之 间 服 从 右手 法 则 , 如同 轴 , y 轴 ,， > 轴 那 样 。 
设 SS =T， 2，…， 79) 是 订单 形 , qi 是 整数 , 称 下 列 形 式 的 和 
C= Yes, 
是 锋 。 例 如 3- 单 形 的 边界 就 是 一 个 呈 链 。 
定义 如 链 0 的 边界 30 是 


“BT = 


0 二 B08,. 


边界 算 子 有 一 个 基本 性 质 ,对 任何 链 品 ,月 
0 = 080) =0, 
即 232=0。 这 只 要 对 单 形 进行 验证 就 可 以 了 。 为 简单 起 见 ， 仅 验 
证 2- 单 形 (x0, z1, 22)。 
Bl(wos vis 2) = (1, Ha) — tos twa) + (os 21)3 
(Om aly aa) = 有 Baliy oa) 一 Do wz) + Oles mi) 
一 [2 一 (mit] — [Cwm2) 一 (v9)] 
+ [ozD ~ (v9) =0, 
请 读者 验证 3 单 形 , 以 及 一 般 的 天 - 单 形 。 
一 个 全 形式 @ 在 大 链 避 


Co =Das, 
fel 


| 2 - 导 。 -BE | 2 


n 维 单位 正方 形 的 边界 


现在 讨论 如 内 单位 正方 形 的 边界 ; 设 
"={(81 way Wn) E Br|OSm1, wes tnel}, 
它 荐 避 内 的 %* 维 单位 正方 形 ， 它 的 边界 是 由 22 个 面 组 成 的 ， 这 
2n 个 面 是 


二 的 积分 定义 为 


i . 
8,0) = 人 pl， py D, Wris 7 Wn) [0&x1, "nls 


Th.y= {C01 ry Ls 1, rsls **'3 tn) |0sr1, nl} 
=1, 2, .42)。 
了 称 Itwm 和 了 xb 分 别 是 I* 的 G, 中 面 和 Cis 蕊 面 。 它 们 本 身 又 都 
是 局 -内 的 ”一 上 继 单 位 正方 形 。 
规定 如 的 有 闪 边 界 忆 天 是 
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Br = 之 BD"I"G, 四。 


它 是 加 个 带 有 有 符 导 的 面 的 组 合 ， 这 一 规定 是 从 单 形 的 边界 推断 
出 来 的 ， 单 位 正方 形 可 以 置 作 是 由 革 形 拼接 起 来 的 ， 为 了 锯 单 起 
见 , 我 们 只 考察 工 维 ( 下 而 的 例 1) 和 中 维 (下 面 的 例 2 ) 的 情形 . 

例 1 在 实 轴 上 , 单位 正方 形 就 是 区 间 [0, 匡 ， 邯 

I1= {oyE RIOSe 1). 
它 的 稳 界 (图 6-8) 
BT1= TI 1) — 7101, 0) = {1} ~ {0}, 

这 也 焉 是 I- 单 形 (0, 1) 的 边界 . 


， 0 1 . 

OO 

Vg Ct 的 
俩 ?2 在 平面 型 上 ， 


了 = 11 wi) E RIO oo 
工 的 边界 372 是 ( 见 图 6-9) 


E 
fe 二 JS229) 了 铅 次 
. 图 6-8 
812= 12(2, 0) + I?2(1, 1) -I22, 1) 一 了 2 人 1，0) 。 
另 一 方面 可 以 把 I 看 作 两 个 2- 单 形 (Po, Pi Pa) 和 (@os 
已， 人 2) 的 组 合 (Po; Pi P2) + (0; 多 1 RB2)( 见 图 5-9); 则 
B12:=0(Pr, Pi, Py) + OC(Qo, Q1, Q2) 
= (Pi, Pa) ~ (Pos Pa) + ChPos PY 
-= 153。 


+ CQ Qs) — (Qo Q2) + (Ro, OL) 
= (Pos PD + (Qo Qi + (Qs Qa) — Pos PH, 
两 者 是 一 致 的 。 
图 6-9 表明 , 2 维 单位 正方 形 的 边界 的 方向 正 是 数学 分 析 中 
所 说 的 正 入 ,也 就 是 道 时 针 方 向 (或 人 沿边 界 行 走时 区 域 总 在 其 左 
例 ),。 
下 面 计 算 (6 了 7)， 
21? = 01?) 
=B72(9, 0) + O72(1, 1Y — 372(2, 1) ~ 8712(1, 0 
= CP — (Po) + CQ} ~ (Qo0)) 二 人 人 一 《各 
+ {Po} — {Pz}) =0, 
这 一 事实 具有 一 般 福 ,有 凤 对 任何 % 维 单位 正方 形 I", 总 有 
OI"=O{DI") =0, 


也 就 是 说 
62=0. 
例 3 在 商店 
了 = { (gis Ta, ra) EB OEwl, 出 2 wel}, 
它 的 边界 是 


B73= — I3C1, 0) + I3(1, 1) + T3209, 0) 
— IT3(2, 1) ~ IT3(8, 0} + I3(3, 1), 
图 6-3410 画 出 了 王 的 各 个 边界 面 和 它们 的 方向 ， 


对 上 区 0) 革 (3, 而 言 ,全 标 是 对 五 人 ,0 和 af 册 而 言 , 坐标 是 
XI1X3X4，【Xa 表示 去 掉 *%3) 加 zx。 (34 江东 去 掉 %0 


Pf 


对 02,0) 和 1 30 必 而 襄 ,他 本 是 oa8axa，(%z 表示 去 掉 9) 
他 -10 
图 中 岩 明 B3 内 单位 正方 形 的 边界 是 外 侧 , 这 和 数学 分 析 中 的 
地 定 是 完全 殉 人 台 的 。 | 
读者 不 难 求 出 
9273= BfBT3) =0. 


积分 区 域 的 边界 


设 开 是 呈 维 微分 流 形 ,五 是 开 角 一 个 子 集 , 为 了 研究 在 了 上 上 的 
积分 , 就 必须 对 了 的 边界 作 一 个 约定 (或 限定 ), 一 般 说 来 , 按 边 界 
的 定义 , 卫 的 边界 是 和 由 这 种 点 卫 组 成 的 ， 在 全 有 号 的 任何 开 集 内 ， 
始 有 卫 内 的 点 又 有 如 一 如 (DD 的 补 集 ) 内 的 点 ， 根 据 这 一 定义 ， 呈 
的 边界 可 能 很 复杂 ,以致 于 很 难处 理 。 在 应 用 上 ,对 如 的 边界 总 是 
作 如 下 的 一 些 约定 ， 

设 Ui, U2, os 1 是 可 的 从 球 邻 域 . 相 刚 的 尝 标 号 射 是 1 
p29 P99 是 并 的 一 个 子 集 ; 卫 的 边界 记 为 6D。 如 果 基 一 
个 坐标 邻 域 Us 和 2D 相交 则 要 求 (网 6-11): 

(1) pntUp) = 4 (m1 + Wn) EN] OE Go-1 雪 二 

一 上 < I}, 
即 px(Es) 是 拉 维 矩形 (证 :这 一 要 求 非 本 质 的 ， 必 为 徽 分 狂 形 ， 为 
方 人 起 网 ,可 以 假设 Za 和 aB* 内 的 n 维 和 汇 形 同 肚 )3 
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(Gi) paD ND,) 
= {81 10) EBD Sm, ,tt 1}s 
(iii) gDUD) NU 
= ss tn) EB OS rs ol 1 Own 1}, 


网 6-1 


其 本 质 的 要 求 是 将 位 于 口内 的 那 部 分 边界 在 上 举 标 映射 ps 的 
作用 下 贞 射 为 B" 中 的 w-l 维 超 平 面 sz =0(0<z1 -1<<1)， 
并 把 位 于 Ui 内 的 子 集 隔 的 部 分 映射 为 上 半空 间 s>0 的 一 个 到 
维 单 位 正方 形 

了 1 ta) ERO Cw 1, to 1}, 
并 且 由 7* 的 边界 方向 来 规定 3D 的 方向 。 
满足 上 述 条 件 ( 站 ~(i 主 ) 的 子 集 也 就 是 我 们 要 研究 的 对 象 。 


斯 托 克 斯 公式 


现在 给 出 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 如 下 ， 
斯 托 克 斯 定理 . 设 直 是 一 个 mn 维 柚 分 流 形 ， 并 且 蚌 紧 的 和 定 


» BG » 


” 阿 的 ， 五 是 歼 内 的 一 个 子 集 ， 卫 和 它 的 边界 满足 上 述 条 件 (一 
《ii 让， 则 对 任何 (w-1)- 形 式 ,有 


| do -| 
(这 就 是 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 ) 
在 证 明 斯 托 克 斯 定理 之 前 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 ”如 果 对 任何 给 定 的 坐标 分 域 U 以 及 任意 一 个 满足 
supp oCU, 


{ do=| mn 
刁 2 有 


成 立 ， 则 对 每 一 个 tn 一 了 ~ 形式 @， 有 


| dao=| 全 
五 aD 


成 了 并。 换 各 话说 , 当 斯 托 克 斯 公式 局 部 成 立时 , 在 整体 上 也 成 立 ，。 
证 明 设 必 是 由 坐标 邻 感 ULUa，…，Uw 覆 商 的 ，F1， 
Ta …Tm 是 从 谢 于 { 的 工 的 CO 分解 ， 将 zi za …。，Tw 限制 
在 BD 上 , 它 就 是 2P 上 从 属于 4DnEey 的 工 的 Cr 分 解 。 
又 设 4 是 任意 一 个 (nw 一 1)- 形 式 , 那么 


bd 
| 外 一 有 | xp, 
Cs t=l- PD 


因为 supp Xm CU 
故 由 引 型 的 条 性 知道 


[| txm) = [, XIDy 


的 (mn 一 1) -形式 中， 有 


于 是 {, 四 =- 划 acrio)。 
另 一 方面 人 dm =- 划 | rao， 
问题 化 为 只 要 证 明 


Fann) = Yirido。 
Fl [| 


由 于 Tt 是 一 个 0 形式 名 是 一 个 m1)- 形 式 ， zi 就 是 
而 和 ay 利用 外 积 的 外 微分 公式 (5.2 性 质 1), 有 


Grmy = dr m+ dD 
BIEL 
» dD = (Sar) 六 看 十 + Ap 
im 上 = #1 
=d(Sr,) 内 由 上 + 本 ea， 
了 = 站 1 


但 zi， zs， Tm 时 1 的 C0” 分 人 角 : 守 ,一 1， 所 以 


a Sx,) =0, 
i=] 


这 样 使 证 明了 结论 。 证 毕 . 
再 证 明 世 托 克 斯 定理 如 下 ， 

证 明 只 轰 证 明 引 理 的 条 件 满足 就 可 以 了 ， 设 名 是 任意 一 个 
人 一 已 -形式 ,并 有 


supp oCU, 
如 是 型 的 某 一 个 尚 标 邻 城 , 我 们 要 证 明 的 是 


讼 相 度 于 汲 标 邻 域 忆 的 极 标 用 射 是 mp， 局 部 肖 标 古 (wis 
32 ;4mn)。 这 时 有 两 种 情形 须要 考虑 ， 

迟 形 1 些 标 邻 城 吕 利 了 的 边界 8D 不 相交 ,如 在 D 的 内 部 
{图 6-1T2)， 在 坐标 映射 的 作用 下 ， 华 标 邻 域 吕 和 维 单 位 正方 
形 pCU9 = {Cs 0) ER Oe 到 . 

情形 2 坐 鲜 邻 域 吕 和 如 的 边界 8D 相交 { 图 6-11), 如 辣 前 


面 所 说 的 那样 ， 
PU) = {x1, i Wn) ER OE, 机 lp-1<c 工 ， 
一 了 <on<I)， 一 
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= 《m1 ro,) EB"|0<a, yl, 0 <1}, 
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图 6-1 


22DDmDD 

= 《Cry et 0D) ER]O LH ws1 1} 

= I"(n, 0), 
后 者 是 如 中 m 维 单位 正方 形 Te 的 (n。 由 而 , 按 边 异 的 符号 规则 ， 
它 的 符号 是 (一 1)”。 

设 (w 一 二 -形式 名 是 (在 坐标 分 域 口内 用 局 部 坐标 (zl oa 
%,) 表 示 出 来 ) 

0 = Bas (ers 0 oo) 人 人 人 don 


其 中 痪 , 发 示 去 掉 dx:。 并 由 假设 有 


supp ar CPU). 
这 时 
dm = Saday) A dzi A A dA A de 
= 访 A ‘A pss 
ji 4=1 CE 


在 这 个 和 式 中 , 对 了 来 说 , 当 i 车 了 时 ， 
de, A dr A A NA drn =0, 


* Be 


所 以 只 有 当 %=5 的 项 可 能 不 是 0, 于 是 


do = 翌 店 - 2 da A dr A A A A dr 


SD Das dm A A do A A d,s 
| ri 


uy ff 


-Sr 1 ..( Bay .> 
= 多 D 人 人 Cry de dx， 


[2 
将 它 先 对 mr 积分 
| oy = 一 二 1 人 [Gy (wis tp Tl 1, 多 了 FL “9 vn) 
一 1 


一 my 人 er os ys O03 Ls+1s 7s oa 
下 面 分 情形 工 和 情形 2 来 分 别 考虑 ， 
在 情形 工时 ,因为 
supp epU) = 了 = 《1 Wa) ER OCs my 1} 

而 点 (zl，…， Bil Ls gs 2 和 点 (91 0, gl 
和 《其 中 gy ey 1 pl 7 nl 2 1%) 都 在 
2" 的 边界 上 ， 所 以 

CT， 1 

GT 1 入 741 9 En) =0 (#=1, 2, .+ 1)。 


于 是 | ao =0。 
舅 外 马 因 为 
supp CU, 
而 UU 在 DD 的 内 部 ;显然 有 
z | @=0. 
这 样 便 证 明了 在 情形 工时 
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|， so = 人， 0 

再 考察 情形 2, 同 祥 , 点 (ol -9 二 yl 9 0 《了 = 
2 9 利 点 【et 91 0 oil 3 i) (但 这 里 的 了 =1， 
2 ey 一 二 都 在 

pO = {wy 7 a) ER OL 7s B11 1 1} 

的 边界 上 , 但 点 (5 1 0) 是 在 (0) 的 内 部 ,因此 

Gls 7s gs Ys yr os Ta 0 (7=1, 2, -, 1%)s 

(1 os gs OF gsts 9 We) =0 (f=1, 2, 1, 1 —1)s 

GPs el 0 可 能 不 是 0。 


代入 刚才 给 出 的 | de 中 ,得 


| aa = C-D"f fase 1 0 
Hl 
另 一 方面 , 如 果 将 限制 在 8DNU 上 , 在 局 部 侍 标 的 表示 下 ， 
地 限制 在 Ts =0, Oz "sy Ws-i<l1 上 ;所 以 dx, = 0, 这 时 
0 = Yaw ey Wats ON ALL A A A "A dr 


一 Got dy OF ELA A 1 


所 以 1 -| 外 


= eh aks es ens 0) dredons, 
n—l 
为 什么 在 右 端的 积分 前 有 一 个 (一 了 D" 呢 ? 这 是 由 边界 的 方向 所 确 
定 的 (也 可 以 说 是 约定 的 ), 对 I" 而 言 ， 它 的 (n。0) 面 的 符号 是 
(-D" 
这 样 便 证 明了 在 情形 2 时 也 有 


| do =| 可。 
五 sD 
萌出 引 理 可 知道 斯 托 克 斯 公式 威 立 。 证 毕 。 
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。 场 论 中 的 三 个 基本 公式 都 是 这 个 定理 的 畦 殊 情 况 。 此 外 ， 设 
开 是 实 直 线 ， 必 是 区 间 (， 6), 于 是 
aD = 2} 一 (人 。 
再 设 @ 是 开 上 的 一 个 0- 形式, 即 口 是 连续 可 微 的 冰 数 了 ， 
do = f° (ey dy. 
这 时 斯 托 克 斯 公式 就 是 
[Fa 7=7G-fG。 


即 著 名 的 牛顿 - 莱 布 尼 苞 公式。 由 于 这 一 原因 ,我 们 又 称 斯 托 克 斯 
年 理 是 高 维 的 抠 积 分 基本 定理 。 


周期 


先 考察 一 个 具体 情形 。 设 
N=B~ {0}, 
即 在 3 维 欧 几 里 得 空间 肉 去掉 原点 , 炎 是 3 维 微分 流 形 , 再 设 驯 是 
定义 在 于 上 的 一 个 位 形式 , 并 且 它 是 闭 的 , 即 2% =0, 它 是 不 是 恰 
当 形式 ? 出 于 人 不 是 星 形 区 域 。 因 此 不 能 应 用 5.2 中 的 耕 卡 芋 定 
理 , 但 由 斯 托 克 斯 定理 知道 , @ 是 恰当 的 , 这 是 因为 上 内 要 作 


Zr) 
了 (ez 2) = 站 


. Cl 
圭 端的 积分 沿 尾 何 不 绎 过 原点 的 洋 清 (或 分 眉 光 滑 ) 曲 线 口 从 届 ， 
0, 0) 到 (xw, gy, 2)。 不 难 证 朋 
(iD 积分 与 和 曲线 0 元 关 , 只 与 起 点 坊 ; 9, 们 和 终点 (zr, Y 罗 
有 关 3 
(Gi) 只 =&r ， 即 目 是 恰当 形式 ， 
(i 六 ) 党 单位 圆周 O 《有 妈 忆 原点 为 中 心 、 以 1 为 半 和 从 的 任何 癌 
周 ) 上 的 积分 - 
jee =0. 


并 且 中 ,Gi 和 QD 是 等 价 的 ， 
再 设 0 是 站 = 请 一 0} 上 的 一 个 分 形式 ， 并 县 是 闭 的 , 请 况 


" IT 


就 比较 复杂 了 。 对 亚 内 的 任何 一 个 局 部 的 量 形 区 城 卫 , 由 5.2 的 
席 卡 莱特 理 , @ 在 卫 内 是 恰当 的 ， 慢 在 整体 找 上 如何 呢 ? 她 时 它 记 
是 恰当 的 即 存 在 六 形式 入 使 = 呈 在 整个 好 上 成 立 , 则 由 斯 托 
让 斯 定理 ,说 单位 球面 

应 = Wy A ERI + T2211} 


| 2 -| dn=| .9=0 
( 右 端 为 何 是 0? 请 读者 考虑 )， 但 这 并 不 总 是 成 立 的 ,因此 不 能 说 
是 恰当 的 。 正 确 的 结论 应 该 是 , 如 果 @ 是 区 上 的 一 个 和 形式， 
并 且 是 闭 的 , 又 如 果 


上 的 积分 


六 = 
则 是 W 上 的 恰当 形式 。 这 一 结论 作为 习题 请 读者 完成 
现在 将 1 形式 在 区 周 上 的 积分 和 2 形式 在 2 维 球面 上 的 积 
分 这 一 概念 加 以 拓 广 。 设 是 一 个 二 - 链 , 如果 
a0 =0, 
称 口 是 思 处 ， 例 如 加 周 以 及 和 册 周 同 胚 的 于 基线 者 是 工 - 环 , 2 维 
球 画 以 及 和 它 局 族 鸭 际遇 而 都 是 2- 环 。 又 设 o 是 闭 的 办 形式 , 称 
o 在 思 环 @ 上 的 积分 | o 是 想 对于- 环 0 的 @ 的 周期 


由 斯 托 亮 斯 定理 立即 知道 : 如 果 庆 环 口 是 某 个 (二 + 巧 - 链 及 
的 边界 , 即 品 = 天 ， 那 么 闭 的 大 形式 (相对 于 O 〇 ?的 周期 


上 -| ® -| do =0, 
下 面 我 们 不 加 证 明 的 给 出 德 拉 姆 (De Rhany 定理 。 
，、” 定 过 设 w 是 一 个 闭 形 式 ， 风 中 是 恰当 的 当 且 仅 当 它 的 所 有 
周期 都 是 0。 
习 | | 


1， 对 3- 单 形 和 本 音 形 SS ,验证 
se 173 。 


a29 = fa] = 日 。 
2， 对 3 维 单位 正方 形 于, 验证 
m= =0, 
3， 证 3 是 球面 ， 呈 = (XI XE Rx 一 
个 (s -分 - 形 式 ,征明 
| ,do=0. 


4. 证明。 在 一 个 度 形 M 上 , 设 四 是 I- 形 式 , 如 果 中 的 所 有 周期 都 等 于 0， 
则 二 形式 @ 是 怡 当 形式 。 
5. 设 村 是 2 维 微 分 流 形 , o 是 M 上 的 工 -形式 ， 如 果 对 的 任 一 坐标 令 


域 如 , 四 在 区 内 是 恰当 的 { 即 存在 小 形式 扩 ,使 在 内 有 3 = 品 成 立 )， 称 中 
是 局 部 恰 岩 的 。 证明 四 是 局 部 恰当 的 当 且 仅 当 耳 是 朵 的 。 
6. 设计 = 晤 - 人 1 四 是 开 上 的 2- 形 式 , 并 且 是 注 的 , 又 设 


| =， 
[i 
Ss 是 球面 {fz 为 ERIX +=1}, 证 明 ww 是 怡 当 形式 。 
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